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内 容 简介 


本 书 系统 介绍 自 华 罗 庚 和 段 学 复发 表 第 一 篇 p 群 论文 起 至 今 ， 我 国学 
者 在 p 群 领域 的 主要 研究 成 果 . 全 书 分 上 、 下 册 出 版 . 上 册 介 绍 有 限 p 群 的 
基本 理论 和 方法 、 我 国学 者 在 p 群 领域 的 早期 工作 、 p 群 的 计数 以 及 几 类 重 
要 op 群 的 分 类 , 下 册 介 绍 交 换 性 较 强 和 正规 性 较 强 的 p 群 的 结构 、 临 界 p 
群 以 及 p 群 其 他 方面 的 成 果 . 


本 书 可 供 高 等 院 校 数学 专业 群 论 方向 的 研究 生 及 有 关 研 究 人 员 阅 读 ， 
也 可 供 数学 史 研 究 人 员 参 考 . | 
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《现代 数学 基础 从 书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作用 . 许 
多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲取 营养 ， 
获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 “文化 大 革命 ” 
的 浩劫 已 经 破坏 与 中 断 了 10 余年 , 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青 年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 的 
参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 ， 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 了 多 套 
数学 丛书， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 更 为 突 
出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 .它们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 数学 研究 、 
交流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 ， 

《现代 数学 基础 丛书》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 及 
青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系统 的 介绍 ， 既 注意 该 领域 
的 基础 知识 , 又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 , 数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 深 
入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 到 应 
用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 .我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 ， 


杨 乐 
2003 年 8 月 
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素数 寡 阶 的 群 通常 称 为 有 限 p EE, 也 简称 为 p 群 ， 从 群 论 诞生 起 ,pz 群 就 受 
到 群 论 学 者 的 关注 . 这 是 因为 它 不 仅 是 有 限 群 领域 的 一 个 重要 研究 对 象 , 而 且 由 
著名 的 Sylow 定理 可 知 , p 群 的 结构 从 根本 上 影响 着 有 限 群 的 结构 ， 特 别 地 ， 有 
限 非 交 换 单 群 的 结构 几乎 被 它 的 Sylow 2 子 群 的 结构 所 决定 .， 正 是 基于 此 重要 
性 ，2003 年 ， 随 着 拟 注 单 群 分 类 的 最 终 解决 ,在 有 限 单 群 分 类 最 终 宣告 彻底 完成 
后 , p 群 研究 异常 活跃 ， 研究 单 群 的 世界 级 大 师 和 领军 人 物 Janko 转 为 全 力 研 
jt p 群 , 对 p 群 作出 了 新 的 重要 贡献 。、 多 年 来 一 直 研 究 p 群 的 国际 领头 人 , 如 
Blackburn, Newman, Mann, Shalev 等 也 成 果 频 出 . p 群 专著 也 先后 问世 , 2003 Œ, 
Leedham-Green 与 McKan 合作 出 版 了 群 专著 . 2008 年 与 2011 Æ, 先是 Berkovich, 
之 后 他 与 Janko 合作 , 出 版 了 三 卷 大 部 头 的 p E, 2016 4E, 他 们 又 出 版 了 该 著 
的 第 四 、 五 卷 . 由 此 足见 p 群 近年 来 的 活跃 程度 . 

我 国 在 p 群 领域 的 研究 过 去 是 有 基础 的 . 早 在 20 世纪 三 四 十 年 代 , 我 国 著名 
数学 家 华罗庚 和 段 学 复 就 做 出 了 引 人 了 瞩目 的 工作 , 他 们 推广 了 Kulakof 定理 , 得 到 
了 才干 新 的 p 群 计数 定理 , 特别 是 段 学 复 对 于 有 交换 极 大 子 群 的 p 群 给 出 的 一 个 
结果 被 国内 外 p 群 学 者 广泛 应 用 . 20 世纪 40 年 代 末 50 年 代 初 , 叶 彦 谦 给 出 了 交 
换 p 群 的 计数 公式 , 刘 声 烈 研究 了 导 群 循环 的 类 为 2 的 p 群 . 之 后 十 余年 , 国内 无 
p 群 成 果 问 世 , 直到 1964 年 , 徐 明 曜 在 他 的 本 科 毕 业 论 文中 , 深入 研究 了 正则 p SE, 
得 到 了 多 项 成 果 , 很 多 是 先 于 国外 的 . 比如 , 该 论文 第 2 节 中 得 到 了 正则 p 群 的 第 
一 个 真正 意义 上 的 充 要 条 件 ， 在 国外 被 Brisley 和 MacDonald 于 1969 年 首先 发 表 . 
该 论文 第 4 节 第 一 次 给 出 了 一 类 重要 的 p St, 即 奇 阶 亚 循环 p 群 的 分 类 . 在 国外 分 
别 被 King 和 Miech 在 1973 年 和 1975 年 发 表 . 由 于 “文化 大 革命 "(“ 文 革 ”), 他 的 
论文 未 能 及 时 发 表 , 实 属 遗憾 . 之 后 p 群 研究 又 停 沛 了 十 余年 . 1979 年 , RHEE 
他 的 研究 生 毕 业 论 文中 , 继续 研究 p 群 , 在 p 群 的 早 结 构 和 换 位 子 结构 上 又 取得 了 
若干 成 果 . 后 来 他 改 做 群 与 图 和 置换 群 , 一 做 就 是 二 十 年 . 目 2003 FE, 徐 明 里 被 
山西 师范 大 学 聘 为 特聘 教授 , 全 职 在 该 校 工作 并 和 张 勤 海 教授 合作 重新 开始 p 群 
WA. B 2003 EUR, 山西 师范 大 学 p 群 团 队 开 始 系统 地 做 p 群 研究 工作 , 在 十 余 
EE, 发 表 p 群 论文 TO Rm. 解决 了 p 群 中 某 些 老 问题 , 在 p 群 的 计数 问题 和 分 
类 问题 上 获得 了 丰富 的 成 果 , 比如 , 给 出 了 华 段 猜想 不 成 立 的 反例 , 系统 研究 了 内 
交换 p 群 的 中 心 扩 张 和 循 环 扩 张 , 分 类 了 A 群 、 亚 Hamilton 群 、 内 类 2 群 、 真 子 
群 二 元 生成 的 p 群 等 重要 群 类 . 其 成 果 被 Berkovich 和 Janko 在 其 p 群 专著 中 专 
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辟 一 节 给 予 介绍 . 

另外 , 20 世纪 80 年 代 , 陈 重 穆 对 内 交换 p 群 的 刻画 以 及 对 某 些 正则 p RRR 
零 类 的 上 界 、 俞 曙 霞 对 p 群 的 自 同 构 群 的 阶 、 白 述 伟 对 具有 二 极 大 循环 子 群 的 2 
群 的 分 类 、 王 汝 椒 对 p 群 的 军 结 构 、 攀 怪 对 初等 交换 p 群 计数 刻画 等 问题 上 获得 
了 一 些 成 果 , 各 自发 表 了 一 两 篇 论文 . 进入 20 世纪 90 ER, MEB, HET F 
世 荣 在 p 群 的 自 同 构 群 等 问题 上 做 了 大 量 工 作 . 21 世纪 以 来 , p 群 研究 在 我 国 出 现 
了 全 新 的 局 面 . 除了 山西 师范 大 学 p 群 团队 之 外 , 张 继 平 、 刘 合 国 和 他 们 的 博士 生 
王 玉 雷 、 徐 行 忠 、 雇 军 等 在 p 群 的 自 同 构 群 等 问题 上 获得 了 丰富 的 成 果 . 郭 秀云 和 
他 的 博士 生 王 俊 新 、 张 小 红 、 赵 立 博 、 王 娇 等 , 陈 贵 云 、 昌 恒 和 他 们 的 团队 成 员 周 
伟 、 曹 洪 平 、 徐 海 静 、 刘 建 军 等 分 别 在 p 群 的 刻画 及 分 类 等 问题 上 做 站 大 量 工作 ， 
获得 了 许多 成 果 . 此 外 , 李 世 荣 、 王 燕 鸣 、 钱 国 华 、 黎 先 华 、 马 玉 杰 、 杜 少 飞 、 蔓 有 
R YEL ERI RRI PEE WER, KEE RAI FER, FAR, 
张丽华 等 也 先后 在 p 群 方面 做 了 一 些 工作 . 

应 该 看 到 的 是 , 我 们 的 工作 与 目前 的 国际 先进 水 平 相 比 还 有 很 大 的 差距 , 国内 
p 群 研究 力量 仍 很 薄弱 . 为 了 尽快 赶 上 国际 先进 水 平 , 加 快 这 个 方向 的 研究 生 培养 ， 
根据 p 群 研究 和 发 展 的 需要 , RARA HET 2010 年 出 版 了 我 国 第 一 部 p TES 
材 , 这 对 我 国 p 群 研究 起 了 很 大 推动 作用 . 而 本 书 的 编写 就 是 系统 介绍 自 华罗庚 与 
段 学 复发 表 第 一 篇 p 群 论文 起 至 今 , 我 国学 者 在 p 群 领域 的 主要 研究 成 果 , BEA 
p 群 学 者 提供 学 习 和 研究 上 的 便利 , 促进 p 群 研究 的 发 展 . 因而 本 书 既 是 p 群 研究 
的 专著 , 又 为 p 群 在 我 国 发 展 历史 的 研究 提供 了 丰富 的 素材 . 

全 书 分 上 、 下 两 册 . 上 册 包 含 前 9 章 的 内 容 . 第 1 章 先 介绍 本 书 经 常用 到 的 p 
群 中 “特有 ”的 基本 概念 , 例如 , 窜 零 类 、 极 小 生成 元 个 数 、 中 心 积 、p XH. ER 
等 . 虽然 这 里 介绍 的 某 些 概念 在 一 般 有 限 群 中 也 出 现 , 但 它 在 p 群 研究 中 更 具有 基 
本 性 和 独特 性 . 之 后 介绍 p 群 中 三 个 经 典 的 分 类 定理 : 一 是 具有 极 大 循环 子 群 的 p 
群 的 分 类 , 二 是 内 交换 p 群 的 分 类 , 三 是 Hamilton p 群 的 分 类 . 本 书 的 大 多 数 工作 
是 沿 着 这 三 个 定理 展开 的 . 由 于 p 群 的 计数 在 p 群 研究 中 的 重要 性 及 本 书 所 述 的 
内 容 , 我 们 也 介绍 了 几 个 经 典 的 计数 定理 . 本 章 的 最 后 , 介绍 了 三 类 重要 的 p 群 及 
p 群 的 三 类 重要 结构 , 由 在 使 读者 对 p 群 研究 的 梗概 有 大 致 的 了 解 . 

第 2 章 和 第 3 章 主 要 介绍 研究 p 群 结构 的 基本 方法 . 我 们 知道 , 扩张 理论 在 
有 限 群 中 占有 重要 地 位 , 其 重要 性 有 两 个 : 其 一 借 它 可 由 两 个 群 去 构造 一 个 新 的 群 ， 
其 二 因 有 限 群 存在 合成 群 列 ， 故 知 研究 有 限 群 的 根本 问题 是 确定 有 限 单 群 与 探索 
扩张 理论 , 对 于 p 群 来 说 , 由 于 它 的 合成 因子 与 主因 子 都 是 p 阶 循环 群 , 所 以 理论 
上 只 用 循环 扩张 就 可 以 得 到 所 有 的 p 群 .又 因为 p 群 的 中 心 总 是 非 平凡 的 , 只 用 
中 心 扩张 也 可 以 得 到 所 有 的 p 群 ， 因 而 这 两 种 方法 是 研究 p 群 结构 的 基本 方法 . 
第 2 章 详 细 介绍 了 p 群 的 中 心 扩张 和 循环 扩张 的 方法 . 为 了 使 读者 熟悉 和 掌握 这 
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两 种 方法 , 我 们 运用 这 两 种 方法 重新 分 类 了 p 阶 群 ， 另 外 , 在 分 类 具有 某 种 性 质 
的 p 群 时 , 判定 两 个 群 是 否 同 构 的 问题 是 重要 的 , 有 时 也 是 困难 的 、 复 杂 的 , 第 3 
章 我 们 介绍 判定 两 个 群 是 否 同 构 的 某 些 基本 技巧 和 方法 , 希望 能 起 到 抛砖引玉 的 
作用 . 

我 们 特别 强调 , 前 3 章 是 研究 p 群 的 最 基本 的 知识 和 最 基本 的 技巧 , 包括 使 用 
的 某 些 符号 , 它们 在 本 书 中 起 着 举足轻重 的 作用 , 是 学 习 和 理解 本 书 的 内 容 须 和 史 不 
可 少 的 . 读者 需 特别 熟悉 之 . 

对 于 20 世纪 80 年 代 以 前 中 国学 者 在 p 群 领域 的 成 果 , 就 我 们 收集 到 的 资料 ， 
一 是 华罗庚 和 段 学 复发 表 的 5 篇 论文 , EHER WENKE 1 篇 , 三 是 
徐 明 曜 在 北京 大 学 就 读 期 间 的 本 科 与 研究 生 毕 业 论 文 , 他 的 成 果 发 表 于 1976~1984 
年 的 国内 杂志 上 . 第 4 章 介 绍 了 他 们 的 成 果 ， ， 

从 第 5 章 起 , 每 章 有 一 个 主题 . 第 5 章 介绍 在 华罗庚 和 有 段 学 复 、 叶 疹 谦 之 后 ， 
我 国学 者 在 p 群 计数 方面 取得 的 成 果 . 首先 介绍 曲 海 鹏 和 张 勤 海 在 华罗庚 和 上 段 学 
复 早 年 的 一 个 猜想 及 其 相关 问题 上 所 做 的 工作 . 接着 介绍 攀 怪 对 子 群 个 数 最 多 的 p 
群 给 出 的 刻画 , 这 个 刻画 被 Berkovich 在 其 p 群 著作 中 称 为 “a nice result”. HHX 
给 出 了 子 群 个 数 次 多 的 p 群 的 刻画 , 得 到 了 一 个 被 认为 是 出 人 意料 的 结果 . 最 后 介 
ZH Y p 群 的 一 些 其 他 计数 结果 . . 

从 第 6 章 起 , 本 书 的 大 部 分 内 容 介 绍 子 群 具 有 某 种 特定 性 质 的 p 群 的 同 构 分 
类 问题 . 在 本 书 中 , 子 群 具有 某 种 特定 性 质 主要 围绕 子 群 的 交换 性 和 正规 性 这 两 个 
基本 性 质 展 开 . 由 于 交换 p 群 的 结构 是 清楚 的 , 因此 我 们 研究 的 p 群 一 般 是 非 交 
换 p 群 ; 而 最 接近 交换 群 的 非 交 换 p 群 自然 是 内 交换 p BE, 也 称 为 A 群 , 它 可 看 
作 交 换 性 “最 好 ”或 “最 强 ” 的 非 交 换 p 群 . 从 AA. 群 的 性 质 和 分 类 出 发 , 研究 比 
A 群 更 龙 群 类 的 问题 被 国内 外 许多 群 论 学 者 关注 , 形成 了 p 群 分 类 问题 的 一 个 重 
要 方向 . 这 类 问题 我 们 认为 是 研究 交换 性 “ 较 强 ” 的 p 群 问题 . 另 一 方面 , 每 个 子 群 
均 正规 的 非 交 换 p 群 (BU Hamilton p 8f) 可 看 作 是 正规 性 “最 好 ”或 “最 强 ”的 非 
交换 p 群 . 把 条 件 “ 每 个 ”前 弱 为 “部 分 ”, 或 降低 “正规 ”到 更 弱 的 条 件 , 研究 比 
Hamilton p 群 更 广 的 p 群 类 的 问题 也 是 国内 外 和 群 论 学 者 研究 的 热点 问题 之 一 . 这 
类 问题 我 们 认为 是 研究 正规 性 “ 较 强 ”的 p 群 问题 . 本 书 的 第 6 章 至 第 13 章 的 内 
容 可 看 作 是 对 这 两 类 问题 的 研究 结果 介绍 . 

在 本 书 中 我 们 将 看 到 : 一 是 换 位 子 运算 技巧 在 p 群 研究 中 是 何等 的 重要 ; 二 是 
IER Janko 在 其 p 群 专著 的 序言 中 指出 的 , 初等 方法 在 p 群 研究 中 仍然 有 很 大 的 
潜力 , 初等 方法 仍然 是 p 群 研究 的 主要 方法 ; 三 是 内 交换 子 群 在 研究 p 群 结构 中 起 
着 基本 的 作用 . 我 们 也 会 看 到 前 3 章 的 知识 和 方法 如 何 被 充分 而 有 效 的 使 用 . 

现在 我 们 继续 介绍 以 下 各 章 的 主要 内 容 . 第 6 章 介 绍 内 交换 p 群 的 中 心 扩 张 . 
具体 来 说 , 确定 了 当 FF 为 内 交换 p R, N 分 别 为 循环 群 和 初等 交换 p 群 时 G 的 结 


nli} 


FJ. AE R h ASE 4 篇 系列 论文 完成 . 而 第 7 章 则 介绍 内 交换 p 群 的 循环 
扩张 . 具体 来 说 , 给 出 了 有 内 交换 极 大 子 群 的 p 群 的 同 构 分 类 . 这 类 群 是 比 A 群 
大 得 多 的 一 类 pR. 该 结果 由 安立 坚 、 曲 海 鹏 等 的 长 达 100 RRR 5 篇 系列 论文 
完成 . 第 8 章 则 是 对 非 交 换 真 子 群 均 二 元 生成 的 p 群 的 同 构 分 类 . 该 结果 由 徐 明 
ESTR, 这 是 一 类 重要 的 p Hf. Redei. Blackburn. King. Janko 和 Berkovich 等 
曾 先 后 研究 过 此 类 群 的 特殊 情形 ， 例如, A RE A 群 、 亚 循环 p 群 、 真 子 群 都 是 
二 元 生成 的 p BE, 非 交 换 真子 群 都 亚 循 环 的 p 群 等 都 是 该 类 群 的 特例 . 

第 9 章 首 先 介 绍 了 Burnside 一 个 经 典 分 类 结果 的 推广 , 即 分 类 具有 指数 为 p 
的 循环 子 群 的 p Sf. Burnside 分 类 的 是 i = 1 的 情形 , 华罗庚 和 段 学 复 分 类 的 是 
i-2Hpz2 的 情形 , 张 勤 海 和 李 珊 金 则 分 类 i = 3 且 p 2 的 情形 } 然后 介绍 
了 A: 群 和 As 群 的 分 类 及 其 应 用 , 其 中 A 群 的 分 类 在 p 群 中 被 称 为 一 个 “old 
problem". 该 问题 由 张 勤 海 和 他 的 学 生 以 近 百 页 的 论文 篇 幅 完 成 ， 需要 说 明 的 是 ， 
第 7 章 和 第 8 章 的 分 类 结果 在 A 群 分 类 的 证 明 中 起 了 关键 作用 . 由 于 篇 幅 所 限 ， 
本 章 只 给 出 了 As 群 的 分 类 框架 及 分 类 结果 , 而 略 去 了 其 证 明 . 第 6 章 至 第 9 章 的 
内 容 均 可 看 作 是 研究 交换 性 “ 较 强 ”的 p HE. 

本 书 是 为 具有 p 群 初 等 知识 的 读者 编写 的 , 在 p 群 知识 上 力图 做 到 自 包含 . 另 
外 , 对 于 不 以 英文 发 表 的 文献 或 不 易 找到 的 文献 , 都 列 出 了 其 在 MathSciNet 中 的 
编号 , 以 方便 读者 查阅 该 文 的 摘要 . 再 者 , 在 引用 前 述 结果 时 , 都 按 章节 统一 编号 . 
例如 , 命题 1.1.3 指 的 是 第 1 章 第 1 节 的 第 3 个 命题 . 

最 后 需要 说 明 的 是 , 虽然 本 书 主要 介绍 我 国学 者 在 p 群 领域 的 研究 成 果 , 但 也 
列 出 了 与 此 相关 的 国外 学 者 在 该 领域 所 做 工作 的 简单 介绍 及 相关 文献 . 另外 , 鉴于 
本 书 现 有 的 篇 幅 已 过 于 庞大 , 关于 p 群 自 同 构 群 的 成 果 基 本 未 做 涉及 和 介绍 . Ri 
试图 收集 我 国学 者 至 今 为 止 在 p 群 领域 所 有 的 论文 文献 , 如 有 遗漏 , 敬 请 谅解 . 

本 书 的 完成 有 太 多 的 人 需要 感谢 , 有 太 多 感谢 的 话 要 说 . 首先 要 感谢 的 是 徐 明 
EPG, 是 他 把 我 们 引入 p 群 研究 领域 , 在 他 的 带领 下 , 山西 师范 大 学 的 p 群 研究 
开始 起 步 并 得 到 了 蓬勃 发 展 ,获得 了 丰富 成 果 , 形成 了 一 支 专门 研究 p 群 的 队伍 ， 
为 p 群 研究 作出 了 页 献 . 另外 , 他 提供 了 我 国 数学 家 早期 p 群 研究 工作 的 文献 . 本 
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第 1 章 有限 p 群 的 基本 概念 和 结果 


在 本 书 中 , 我 们 总 假设 p 是 素数 , 而 p 群 指 的 是 素数 贤 阶 的 群 . 一 般 来 说 , dE p 
群 研究 群 的 宏观 性 质 和 结构 , 例如 , 判断 群 的 可 解 性 、 超 可 解 性 、p RERE AER. 
而 p 群 则 可 看 作 研 究 群 的 微观 性 质 和 更 精细 的 结构 ， 因 而 p 群 有 其 自身 特有 的 概 
念 、 方 法 和 性 质 , 也 有 其 特有 的 研究 内 容 . 虽然 这 里 介绍 的 某 些 概念 在 一 般 有 限 群 
中 也 出 现 , 但 它 在 有 限 p 群 研 究 中 更 具有 基本 性 和 独特 性 . 本 章 介绍 本 书 经 常用 到 
的 有 限 p R “特有 ”的 基本 概念 和 结果 . 读者 若 需 要 更 多 的 群 论 知识 , 可 参看 [189], 
[191] 或 [195]. 车 需要 更 多 的 p 群 知识 , 可 参看 [194]. 另外 需要 说 明 的 是 , 本 书 使 用 
的 概念 和 符号 与 [194] 一 致 . 另外 , 如 无 特别 说 明 , 本 书 讨论 的 群 均 指 有 限 p 群 . 


L1 换 位 子 及 换 位 子 公式 


描述 p 群 结构 的 主要 方式 之 一 是 确定 它 的 生成 元 及 定义 关系 . 因而 摘 述 元 素 
之 间 关 系 的 换 位 子 及 它 的 计算 公式 , 对 于 p 群 研究 者 来 说 是 须 奥 不 可 缺少 的 . 本 节 
介绍 本 书 常用 的 某 些 基本 公式 . 

EX 1.1.1 设 G Xf. 对 于 n 之 2, 定义 G 的 元 素 aaz, ,an 的 换 位 子 
如 下 : | 

车 为 三 2, M] [a1,a2] = a; az "aiaz. 

z n2, 则 [a1,a2,-:- , a4] = [[a01,a2,: ^: , 95 1], anl. 


XEX. 1.1.2. 3k G 是 群 , A, B 是 G 的 子 群 . 规定 ALB 的 换 位 子 群 
[A B] = ([a,b] | a € A, b € B). 
X Ai, A2,:… , An 都 是 G 的 子 群 , n > 2, 同样 规定 
[A1, 42, , An] = ([a1, 42,°* ,an] | ai € Ai). 


特别 地 ， = Ag = Az = u mE G 时 ， 规定 Gn = [GiGi ,G]. 
n^* 

命题 1.1.3 i G Xf, a,b,ce G. 则 

(1) a^ = ala, b]; 

(2) [a, ]* = [a*, b°]; 

(3) [a, 5] * e [b,a] = [a, b- !]^ - [a 5, b]; 
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(4) [ab, c] = [a, c]^[b, c] = [a, clla, c, b] [b, c]; 

(5) [a, bc] = [a, c][a, b]* = [a, clla, b][a, b, c]; 

(6) (Witt AA) [a, b7}, c]"[b, c^! , a]^[c, a! , b]j^ = 1; 

(7) [a, b, c?][c, a, b^] [b, c, a*] = 1. 

证 明 — (1)—(3) 由 定义 直接 验证 . 

(4) [ab, c] = (ab)! c^ labc= (cc= (a^!c^la)^e*(c^!)*e 
= (a^ c tac)? |b, c] = [a, c]"[b, c] 


= [a, c] [a, c, b] [b, c]. 
(5) [a,bc] = [bc, a] * = ([b, a]*[c, a]) ! = [a, c][a, b]° = [a, clla, b][a, b,d. 
(6) $ u = aca^!ba. 轮换 a,b,c 三 字母 , 又 令 v= bab-!cb, w = cbc-tac. 则 有 


[a, 51, c]? - 67! [a,b] le [a,b ]cb 
=b ba tb ac ta !bab cb 
= (aca ` ba) t (bab- cb) = u^ v. 


同 理 有 


[b, c al 三 2 [c, a7 1, bl® — wtu. 


于 是 


[a, b^! c]?[b, c ^, a] |c, a! , b] — u vv ww tu = 1. 


(7) 首先 有 


[0,5 ^, c]? = [a,b 1]*, c^] = [b, a, ctl. 


同 理 又 有 


[b, c la] = jeba], [c, a 1, b]? = [0,6 0^ |, 


于 是 由 Witt 公式 有 
[b, a, c"][c, b, a^] [a, c, b^] = 1. 


再 互 换 a,b 两 个 字母 即 得 (7) XX. m 
命题 1.1.4 设 G 是 群 , A,B < G. W 
(1) [A, B] - [B, A]; 
(2) [A, B] < (A, B); 
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(3) # A1 € A, Bı <S B, 1) [Ai B1] < [A B]; 
(4) [A, B]^ = [A", B"], 其 中 u € End(G); 

(5) [A, B] < A «— B < Na(A); 

(6) # A,B 都 是 G 的 正规 (或 特征 ， 站 则 [A,B] 亦 然 ， 并 且 
[A, B] € An B. 

证 明 (1) tac A,b e B. 因为 [a,b] = [b,a]? € [B, A), 得 (A, B] < [B, A]. 
类 似 地 有 [B, A] < [A B]. 于 是 得 [A, B] = [B, A]. 

(2) 设 a,a1 € A, b,bı € B. 则 由 命题 1.1.3 (4), (5) 两 式 有 


[a, b)" = [a, b1] ^  [a, bb1] € [A, B], 
[a, b]^* = [aa1, bllai, b] ve [A, B], 


于 是 得 [A, B] 4 (A, B). 


(3) 显然 . 
(4) 由 [a,b] = [oz b^], u € End(G), VHR. 
(5) 由 
[a,b] 2 a blabe A «— b 'abe A 
立 得 


[A,B] < A «— b"! AbDCA, Vbe€ B <4 B « Na(A). 


(6) 由 (4) 立 得 前 一 结论 ; 而 由 (5), 因 A, B 正规 , 即 得 [4, B] < ANB. 口 

命题 1.1.5 it G XE, G= (M), N 

(1) Gg = (ly 24] | zi € M,g E€ G); 

(2) G5, 2 (m; e jul; Cag | xi € M) 

特别 地 , 若 G = (a,b), 则 

(3) G2 = G' = (la; b]? | g € G}; 

(4) G2 = G' = ([a, b], G3), 于 是 G'/Gs 循环 . 

证 明 (1) 显然 有 [z1,… ,zn] € Gn. € n=1, A Gi =G = (MD, 结论 成 立 . 
W n> 1, 用 对 n 的 归纳 法 , 可 假设 


Gn_1 = (fti En)! | zi € M;g € G). 


H = (lz1,:… , 24]? | z; € M;g € G). 


EA H aG. 又 因为 对 任意 的 ge G, 也 有 G = (M9), 于 是 由 
[m1,--- ,28-1]4,22] 9 [m1,*** m4]? € H 


Al G4 1 的 任 一 生成 元 [1,7 ,z4 a]? 与 G 的 每 个 生成 元 的 换 位 子 都 在 H 中 , 于 
是 G5 ae [G5 1, G] < H. 而 H < Gn 是 明显 的 . 


(2) 注意 到 
[z1, i dia ; £a]? — [z1,- d Balleri” T Ema 
由 (1) x4 (2). 
(3) 取 M = {a,b}, 注意 到 [b, a] — [a, b], 由 (1) 得 (3). | 
(4) 因 [a,b]? = [a, b][a, b, g], 由 (3) 得 (4). | o 


对 某 些 特殊 的 p 群 类 有 更 精细 的 换 位 子 公式 . 例如 , 类 2 的 群 、 亚 交换 群 等 . 

命题 1.1.6 3 G RE EXE 2 的 群 , ryz € G. w 

(1) [zy, z] = [z, z][y. 2], [z, yz] = [x, y][z, z]; 

(2) [z^ y] = [z,4]” = [z, v"]; 

(3) (zy)" = z^y^ly, a). | 

证 了 明 ”注意 到 G'« Z(G) 直接 验证 即 得 (1). Xd n 作 归 纳 可 得 (2) 和 (3). 
n 二 1, 结论 显然 . 设 结论 小 于 m 时 成 立 . 则 


[r, y]" — [z, y][z. v]" = Ix. vliz" ^. v] 
zm, y]zi- n y ig" ly pl "s, yy tr ly 
sup oy yy mt hg ex ic yt an es [n al. 
同 理 ; [z", y] — [v y"]. 


(zy)" = (zy) (zy) = (sry fy, z] ^ 7 


— zz" tyly, r” yn-[y, z^ 
n 12) 
一 浆 ^3" [y, z)” Liy, z] 
=r "4" [y, z|- 1) 5 


为 叙述 下 面 的 命题 ， 我 们 引进 下 述 记 号 : 设 N 是 群 G 的 正规 子 群 , 我 们 以 
a = b(mod N) 表示 a,b 属于 N 的 同一 陪 集 , Bl aN = bN. 

命题 1.1.7 设 G 是 任意 群 ,n 是 正 整 数 ， 又 设 a, ,ai anbi € G, 
1<i<n. Nl 

(1) [a1,: Bo: ; 5] — [ai …… ) Qi , an]|as, : -- , bi, ; Qn] (mod G4); 


(2) [a1, : '* 404 "i 3 * 405] 三 [a1,*… Qi TUN iic (mod Giai) 


11 换 位 子 及 换 位 子 公 式 ‘5. 


(3) 设 11412; *** În 是 任意 整数 ， 则 有 
[a], di pagr] 一 [a1, xii , Qn] (mod Gaai). 


证 明 (1) 由 命题 1.1.3 中 的 换 位 子 公式 易 得 
(i) Æ a,b € Gid € G, WI 


(ab, d] = la, djlb, d] (mod Gi+2). 
(ii) 4i a,b € G,d € Gi, I 
[d, ab] = [d, aj[d, b] (mod Gi+2). 
(iii) # a =b (mod Gj,1), d € G, 则 
|a, d] = [b, d] (mod: G;.2). 


应 用 (i)— (ii), 对 n 作 归 纳 即 得 所 需 的 结论 , SR. 


(2) 由 (1) 有 
= |a, ,QiQ t,e , à] 
— [01,::* , a5, an][ai TW ,an] (mod Gn+1), 
由 此 立 得 所 需 之 结论 . 
(3) 由 (2) n i ,i BRERA. 用 对 d ttin 的 归纳 法 及 (1) 易 得 
所 需 之 结论 , 细节 上 略 . 口 


下 面 介绍 亚 交 换 群 的 换 位 子 公 式 . MGR G 为 亚 交 换 的 , 如 果 G = 1. 这 时 导 
群 G' 是 交换 群 

命题 1.1.8 设 G 是 亚 交 换 群 , 1,y,z € G. 

(1) de X z € G', 则 [z, x]! = [z-!, a]; 

(2) 3&3 y € G^, [eyz] — lez], z], [s n] = [n als 

(3) 对 任意 的 x,y,z € G, 有 [m y 5 z]? = [y,m, z]; 

(4) 对 任意 的 x,y,z € G, Æ my, z]|y, z, x][z, m, y] = 1; 

(5) 3e z € G', RW] [z, z, y] = [z, y, x]. 

WEBB (1) 由 命题 1.1.3(3) 及 G" 的 交换 性 得 


[za] * — [y * im] * — [a3 inl. 


(2) 由 命题 1.1.3 (4) 和 (5) 及 G" 的 交换 性 立 得 . 
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(3) 应 用 命题 1.1.3 中 的 诸 换 位 子 公 式 , 得 


[z, z|” = [5,8 ^l". z"] x [[y, x], z|z, yl] 
= [y; x, z][[y, x], [z, y]] = [y, €, z]. 


(4) 由 (3) 及 Witt 公式 (命题 1.1.3(6)) £48. 
(5) H z € C K (4) R [y, z, x] z, z, y] = 1, BB [z, 2, y] = [yo z, z] ^. Ñ (1), 


[y; zm] = [Ipse] ^m] [892]. 


于 是 得 [z,z, 引 = [zy 2]. d " 
由 命题 1.1.8(5) 用 归纳 法 可 得 : 若 zeG', t1, 6G, 而 o 是 集合 {1,2,…， 
n) 的 任 一 置换 , 则 有 


[2z,21,*** ; £n] 一 [2; Zi i Ene]. 


特别 地 , 仅 由 a,b 二 元 素 作 成 的 任意 权 的 简单 换 位 子 中 , 除 掉 前 两 项 , 从 第 三 项 往 
后 的 诸 项 间 次 序 可 以 任意 调换 , 于 是 总 可 将 其 化 成 


[a, b,a,- ,0,b, *«: , b] 


或 
b, a, --- ,a,b,--- ,b] 


的 形式 . 设 在 上 述 换 位 子 中 一 共 出 现 了 i 个 a, j 个 5b, 其 中 i, j EERS. 则 为 简 


便 计 , 我 们 约定 
[ia, jb] = [a, b, a, 0 a, b, - Ol; 
i-Yh — j-1^ 
下 面 两 个 亚 交 换 群 中 的 公式 是 十 分 重要 的 , 它 是 由 徐 明 曜 在 [186] 中 给 出 的 , 在 
本 书 中 反复 用 到 . 
命题 1.1.9 ( 徐 公式 ) iE G 是 亚 交换 群 , a,bE G. 又 设 m,n 为 正 整数 , 则 有 


[om, b^] = IT Jijia, ja 6), 
i=l j=l 
证 明 Xi m+n 用 归纳 法 . 者 m+n =2, 公式 显然 成 立 , Pili m+n > 2, 
这 时 m, n 中 至 少 有 一 个 大 于 1. 
zn 1, 则 


[a?*, b" = [a™, b] Lie -| a 


11 换 位 子 及 换 位 子 公式 


据 归 纳 假设 得 
b 
m pb"]= I" 2 (过 [| (io. jus Kos Je. 
1] j—1 

= [[lie. 25 TIT (o jbllia, (j +1) jp CX 
下 IT jia, b] Cs) fia, b] C x ) fia, nb] C*) 

?一 1 

n—1 

la s DAD) 

m "n—1l 

i=l 3-2 
gi [tio jo 9 (5), 


jl 
ren 


iac 1 M m Tc NRI | 
[a™, b] = [a™—*, b]^ [a, b]. 


| = [I liag" TT Dag. [a, b] 


应 用 归纳 假设 得 


s= ( TI bai": »: [a,b] 


1 


= [a, b][a, b] MICE ? [Té s 
|a, p (i lia, p D) [ma, b] s.) 
" BG) 


命题 1.1.10 ( 徐 公式 ) 设 G 是 亚 交换 群 , a,b € G, m z 2. 则 


(abt) = om | II ie. a) b^. 


ic-j&m 
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证 明 ”对 m 用 归纳 法 . 当 m — 2 时 ， 
(ab 1)? = ab lob =ab t [b t ab ? = a?[a, bb ?, 
绪论 成 立 . MWER m > 2, 由 归纳 假设 有 


(ab ={ab mob! 
Lg" JI lia, jb] «5 ) bmt ab? 
i+tjsm—l 


-a"-! TI (ia, jb] ) aja, btb 


i+jsm-—1 i 


— TI lia, jb] ss) i 


iprj&m-1 


| | Il (e Dan») ja, pep, 


i+j<m-—l1 
应 用 命题 1.1.9, | 
[a,5^-!] = I lC, 
jzl 
代入 上 式 得 


m-—2 
[a y" =q" ll [a, jb] (741) lI lia, jb] sss) 
j=1 | 
11 


m-—1 
JI [ia, jb] t) lI ja, jb] 5 )p-" 
i-fj£m j=1 
i1 


m-—2 
=a" [[íej586*)[a (m— 19] TE [ie j9 69? 
j-21 i-j£m-1 


t>1 


l] (e35.»7 


i+tj=m 
i»1 
m=i -" » 
=q" lI ja, jb] 6*3) [I [ia, jb] «e p^ 
j=1 


i+j<m 
i >:1 


12 Æ * 类 T 


=a™ T[[ [ia, jb (bm. 


ict-j&m 


12 X * Am 


REOS RC RRREER — A ECEERICAS. 对 于 有 限 p 群 来 说 , 它 是 一 个 重要 的 算术 不 
变量 . 在 很 大 程度 上 , 它 影响 着 p 群 的 结构 . 
定义 1.2.1 称 群 列 


G= Kr 2 K2 2 -e| 2K15 1l 


为 G 的 中 心 群 列 , do € [Ki,G] < Kii, i — 1,2, ,5. 这 时 称 s 为 这 个 中 心 群 列 
的 长 度 . AAPOR IR ARER. 一 个 等 价 的 定义 是 : 群 列 的 任 一 项 K aG 
R Ki/Kiri S Z(G/ Ki.1). 

EX 1.2.2 设 G X. 

(1) 称 群 列 


1 =D) € ZG) » Z(G) € -- «€ Z.(G) € 


为 G 的 上 中 心 群 列 , 如 果 对 任意 的 n, Za(G)/Zn-1(G) 是 G/Zn-1(G) 的 中 心 . 
(2) 称 群 列 


G0 EGG mL 0.xe 


为 G 的 下 中 心 群 列 , 如 果 对 任意 的 n22, 规定 Gn = |[G,G,… ,G]. 


n 个 

注 Ki(G) 或 Yi(G) 表示 下 中 心 群 列 的 第 i 项, 其 中 K2(G) = 
(G) = Gz = G' = [G, G], 以 此 类 推 . 在 本 书 中 有 时 不 加 区 别 地 使 用 . 

引 理 1.2.3 设 G AREH, G =K > K2>:…> Kstl 二 1 是 G 的 一 个 中 
心 群 列 ， 则 

(1) AE?;2G;1—1,-::,s4-1; 

(2) Keri- € Zj(G), j -0,---,s. 

证 明 (1) 用 对 i 的 归纳 法 . 4 i= 1 时 ，Ki = G = Gi, 结论 成 立 . 下 面 设 
i»1, H Ki > Gi.i. NA Gi = [Gi-1,,G] € [Ki-1,G], M Ki-1/K: < Z(G/K;), 
有 [Ki-1, G] < Ki, 得 证 . 

(2) 用 对 j 的 归纳 法 . 5 j= 0 时 , Kaa = 1 = Zo(G), 结论 成 立 ， 下面 设 
j > 0, B K,.6-1 € Zjzi(G), 要 证 明 Ke1- < Z;(G). 这 等 价 于 [Ks 5, G] S 
2j-1(G). 由 [Ks+1-; G] < Ks+1_(j-1) 即 得 所 需 结果 . 口 


.10 . 第 1 章 AR p 和 群 的 基本 概念 和 结果 


定理 1.2.4 ik G XO XE, N G 的 下 中 心 群 列 终止 于 1, 上 中 心 群 列 终止 于 
G, 且 它 们 都 是 定义 1.2.1 意义 下 的 中 心 群 列 ; 并 且 二 者 的 长 度 相 同 , 记 作 c — c(G), 
叫做 G ARER. G 中 不 存在 长 度 小 于 c 的 中 心 群 列 . 

证 明 ”因为 GRF, 存在 中 心 群 列 


G= R12> R22 2 Ksti= 1. 


由 引 理 1.2.3 有 Ki 2 Gi, Kori_; < Z(G). 取 i= s +1, j = s 就 推出 Ga = 1, 
Zs(G) = G. 这 说 明 下 中 心 群 列 终止 于 1, 上 中 心 群 列 终止 于 G, 并 且 二 者 的 长 度 都 
不 大 于 s. 由 [GiG] = Gia, i = 1,2, 推 知 下 中 心 群 列 是 中 心 群 列 ; 又 由 定义 ， 


上 中 心 群 列 显 然 也 是 中 心 群 列 . 
最 后 由 引 理 1.2.3, 因为 上 、 下 中 心 群 列 都 是 G 的 最 短 的 中 心 群 列 , 它们 的 长 度 
必然 相等 . 口 


显然 , 寡 零 类 为 1 的 寡 零 群 就 是 交换 群 . 故 对 p^ 阶 的 非 交换 p 群 来 说 , EXE 
类 至 少 为 2, 最 多 为 n 一 1. BERA n — 1 的 p 阶 群 称 为 极 大 类 群 . 这 是 p SER] 
两 个 极端 情形 . 这 两 类 群 也 是 p 群 研究 的 主要 内 容 之 一 . 


1.3 Burnside 其 定理 


本 节 介 绍 有 限 p 群 的 男 一 个 重要 的 算术 不 变量 : 最 小 生成 元 个 数 . 它 也 是 研究 
AR p 群 须 奥 不 可 缺少 的 概念 . 

关于 有 限 pz 群 G 的 Frattini TÆ 9(G) 有 以 下 基本 的 结论 . 

(1) €(G) 由 G 的 所 有 非 生 成 元 组 成 且 9(G) = G'U (G). 

(2) € N 4G, W G/N 是 初等 交换 p 群 当 且 仅 当 更 (G) <N. 特别 地 , G/®(G) 
是 初等 交换 p HR. 以 下 用 Ep 表示 p^ 阶 初等 交换 p 群 . 某 些 文献 也 用 C? RZ. 
本 书 有 时 不 加 区 别 地 使 用 . 

定理 1.3.1 (Burnside 基 定 理 ) 设 G ZAIR p 群 , |G/9(G)| = p?. 则 G 的 每 
个 最 小 生成 系 恰 含 d 个 元 素 , 并 且 每 个 G\B(G) 中 的 元 素 z 都 至 少 属于 一 个 最 小 
生成 系 . 

证 明 ”由 EB(G) 的 性 质 有 


G= {w|iel € G/9(G) = (rn®(G) | ic I). 


因为 G/e(G) 是 初等 交换 的 , dX G/B(G) 可 看 成 LI F, 上 的 d 维 疝 量 空间 , 故 
其 最 小 生成 系 恰 含 d 个 元 素 , 于 是 对 G 也 有 同样 的 结论 . 


1.4 ERRI FRR «Tl 


W recGNWe(G). W ze(G) 在 线性 空间 G/B(G) 中 不 是 零 问 量 , 于 是 可 扩充 成 
G/E(G) 的 一 组 基 


ze(G) 一 zıð(G), z9O(G), PUE a TaB(G). 


这 时 {z1,.… ,za} 就 是 G 的 一 组 最 小 生成 系 .， — 口 

由 这 个 定理 可 知 , d := d(G) 是 有 限 p 群 的 一 个 算术 不 变量 , MON p E G 的 生 
成 元 个 数 . 令 

p^? = |G/0,(G)]. 

H (G) = G'O1(G) A d(G) < w(G). w(G) 也 是 G 的 一 个 算术 不 变量 . 

注 1.3.2 若 G 不 是 p 群 , 则 d(G) 不 是 不 变量 . 例如 , 对 称 群 Sn 的 最 小 生成 
系 所 含 的 生成 元 个 数 不 一 定 相同 . 事实 上 , E n 2 4, 则 {(12), (12.…n)} 和 ((12), 
(13),---,(1n)) 均 是 S, 的 最 小 生成 系 . 


1.4 ERIS FORES 


本 节 介 绍 p 群 中 两 类 重要 的 特征 子 群 , 它们 在 p 群 研究 中 发 挥 着 重要 作用 . 
设 exp(G) = p°, 称 e= e(G) 为 群 G ØWRE. 对 于 任意 的 s, KP 0 s «e, 
我 们 规定 


DoG)={faesG| a” = 1), Uts} (G) = {a”" |a cG}. 


PRENDE. 
| Q(G)—-(aeG|a" —1, — O,(G) —- (a laeG). 
于 是 得 到 群 列 
1 = Q9(G) € (5(G) < --- < Re(G) =G (1.1) 
和 
G = U0G) > (GG) >- > Ue(G) —1 (1.2) 


分 别称 其 为 群 G WLR) (或 Q 群 列 ) ATAR (E O 群 列 ). 

与 寡 群 列 相 联系 的 , 我 们 可 以 定义 p 群 的 宕 映射 . 

设 G 是 有 限 p 群 , exp(G) = p°. 对 于 满足 0 < s < e = e(G) 的 每 个 整数 s, 定 
义 G 到 G 内 的 s KRAIST rs 如 下 : 


EI 
7T,: aa? , VacG. 
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容易 看 出 rs 的 核 和 像 集合 分 别 为 
Ker Ts = Qr (G), Im7,; 一 Ors}(G). 


显然 , 对 于 0 < s < n,Q(G) A 0,(G) 是 G 的 特征 子 群 . 所 谓 p SERJAS ZG FJ, 简单 
地 说 , 就 是 p 群 这 两 个 容 群 列 及 客 映 射 的 性 质 . 比如 , 问 p 阶 元 素 乘 p 阶 元 素 是 否 
仍 为 p 阶 元 素 就 等 价 于 问 是 否 Q0, (G) = Q1(G); 问 元 素 的 p KER p KRETI 
为 元 素 的 p KEMENTHUS Gr1}(G) = UG), 等 等 . 研究 p 群 的 第 结构 是 p 
群 的 主要 内 容 之 一 . 


1.5 中 ò 积 ' 


在 有 限 群 中 , 我 们 经 常 使 用 子 群 的 直 积 、 半 直 积 、 乘 积 描述 群 的 结构 . 对 于 p 
群 而 言 , 由 于 其 中 心 恒 不 为 1, 我 们 经 常 也 使 用 中 心 积 描述 p 群 的 结构 . 

定义 1.5.1 ik G XSL A,B X G 的 子 群 K — AO B. 8G 71 A fe B &j 
XX K 的 中 心 积 , 记 作 G= A*k B, 如 果 G= AB B A43 3-3 [A,B] = 1. 

由 此 定义 , 如 果 G = 4*k B, 显然 A 和 B 均 为 G 的 正规 子 群 , H K < Z(G). 
特别 地 , WR K =1, 则 G Æ AAM B 的 直 积 . 我 们 约定 , WR K = Z(A) 或 Z(B), 
简 记 G=AxkB 为 G=AxB. 

中 心 积 在 分 类 超 特殊 p 群 时 是 非常 重要 的 工具 , 而 超 特殊 p 群 在 有 限 单 群 的 
研究 中 十 分 有 用 ( 超 特殊 p 群 是 满足 8(G) = G' = Z(G) 是 p 阶 循环 群 的 有 限 非 交 
换 p 群 G). 下 面 证 明 在 分 类 超 特殊 p 群 时 要 用 到 的 两 个 结果 . 同时 也 让 大 家 对 中 
心 积 有 一 个 直观 的 理解 . | 

9|38 1.5.2 Qa * Qs € Da * Dg. 

证 阴 设 G= (ai, b1) * (az, b2) c Qg * Qg. 则 易 验 证 biaz 和 Q1b2 均 为 2 阶 元 
H. G = (a1,b1a2)(a2,a1b9). 又 易 验证 


[a1, a2] = [a1, a152] = [b1a2, a2] = [b1a2, a1b2] = 1, 


«X G = (a1, b1a2) * (a2, a1b2). 但 [a1, biaz] 1, [a2, a152] Æ 1, FÆTÆ (a1, 0122) 和 
(a2, a1b2) 均 同 构 于 Da. 口 
引 理 1.5.3 Mr*MSM*N, 其 中 M 和 RN 分 别 表示 方 次数 为 D2 ep $8 p 
阶 非 交 换 群 ,p > 2. 
证 了 明 Ù G= (a1, bi) * (az, b2) = M * M, 其 中 


olaj=p ob)-p, a =a $—1,2. 


1.6 p 群 的 中 心 与 其 他 基本 性 质 TI 


于 是 有 a? € Z(G), ab e Z(G). Hi a» B38 257; RAV a, 可 令 a] = ab. 8 
£2 — aa, .. 则 35 = (a2a1 |)? — 1. AM&UE H :— (55,22) S N, H G = (a,b) * H & 
M x N. O 


1.6 p 群 的 中 心 与 其 他 基本 性 质 


本 节 介 绍 p 群 的 中 心 的 “特有 ”性 质 及 其 他 性 质 . 由 此 可 看 出 , AR p HEB. UN 
多 ”正规 子 群 , 进而 有 “ 太 多 ” 子 群 . 这 导致 对 于 给 定 阶 的 p 群 , 它 有 极 多 的 不 同 构 
的 类 型 . 例如 , 由 [39] 可 知 , 210 阶 群 有 49487365422 个 不 同 构 的 类 型 . 因而 由 人 工 
给 出 有 限 p 群 的 同 构 分 类 是 不 可 能 的 . 

定理 1.6.1 ik G 为 有 限 非 平凡 p 群 , 则 ， 

(1) Z(G) #1. 进一步 地 , 若 G 非 交换 , 则 [G/Z(G)| Æ p; 

(2 3:312 N 3G, R] Nn Z(G) z 1. 

证 明 (1) 假设 Z(G) = 1. 设 Kı = {1}, Ko,… Kr X G l3tSuocx2S. 若 
存在 i 使 得 K; = {z}. W vg ec GHK grg — x. W x € Z(G) = 1. FE. 从 而 
对 1<igxr 均 有 |Ki| > 1. 对 于 z € Ki, 我 们 知道 , |Ki| = |G : Ca(zi)|. 于 是 
IKi| | IG]. 由 G 为 p 群 可 知 , WEA 1i « r 3578 p | |Ki]. 由 类 方程 即 得 


IG|=1 + |K] +4 + |K;| = 1 (mod p). 


这 与 G Jp 群 相 矛盾 . 因此 , Z(G) > 1. 

者 G 非 交 换 且 |G/Z(G)| = p, 则 G/Z(G) 循环 . 设 G/Z(G) = (z2(G)) W G 
由 集合 5 = Z(G)U (x) 生成 . 从 而 G 交换 . 矛盾 . 

(2) Wi2NsG. BD G- KiUK2U.…U K,, lk 


N-NnG-Nn(K;UKzU---UK,) 
-(NnK;)U(NnKa)U---U(NnK,). 


E kKiNZS XzrckKinN. 任 取 y € Ki, 则 存在 ge G fsfiy-z9cNs. 
因为 N <2G, 故 Ki; CN. 于 是 N EETA Ki 的 并 . 者 Nn Z(G) = 1, 同上 讨论 
可 得 |N| 三 1 (mod p), FE. 故 NO Z(G) z 1. 口 

注 1.6.2 T p^ 阶 群 G m$,p«lZ(G)| € p"?. |Z(G)| = p? 的 p 群 结 
构 已 经 确定 . 而 Z(G)| — p 8 p RERE EX. 

定理 1.6.3 若 G X p 3f, X r2) p". 则 

(1) 对 G HEATA H HA Na(H)> H; 

(2) G 的 每 个 极 大 子 群 均 在 G 中 正规 且 它 在 G 中 的 指数 为 p; 
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(3) G 的 每 个 子 群 均 在 G 中 次 正规 ; 

(4) 对 每 个 0< a < n,G 至 少 有 一 个 p^ 阶 正规 子 群 Na, 且 可 适当 选择 使 得 当 
a <b 时 , Na S Mo. 

证 明 (1) 8 H <G HG = Go 2 Giz- 2G, = 1 Æ G 的 中 心 群 
列 ， 则 存在 正 整 数 k 使 得 Gky1 < HE Gy € H. 显然 [Gi H] < [GrG]. W 
z E Gpr, y E G, BF Gk/Gky1 < Z(G/Gk+1), W [r, y] € Gea. 因而 [Gk, G] & Giai, 
从 而 有 [Gk, H] < H. 这 就 推 得 Gi < No(H). 但 Gk € H, WA H < Ng(H). 

(2) M 是 G 的 极 大 子 群 . 由 (1) 得 MaG. 考虑 G = G/M. 由 M 的 极 大 
H, G 没有 非 平 凡 子 群 . 故 M 在 G 中 的 指数 为 p. 

(3) 设 五 < G,|G:H|=yps. 对 s 作 归纳 .者 s=1, 则 H46G, - 假定 
s > 1, 并 设 定理 对 小 于 s 的 情形 已 经 成 立 . NA H <G, 8 H< Na(H)= H. 这 
时 有 H <H, |G: Hi| < p*, 由 归纳 假设 , Hi 是 G 的 次 正规 子 群 . 再 由 次 正规 性 可 
传递 , H 是 G 的 次 正规 子 群 . 

(4) 对 n 作 归 纳 . 5 n = 1 时 , 结论 显然 成 立 . 假定 n > 1, 并 设 定理 对 小 于 n 
的 情形 已 经 成 立 . 考虑 商 群 G/Z(G). 因为 Z(G) > 1, 由 归纳 假设 , 定理 对 G/Z(G) 
成 立 . 由 对 应 定理 及 含 在 Z(G) 里 的 子 群 均 是 G 的 正规 子 群 推出 定理 成 立 . 口 


1.7 内 交换 p 群 的 分 类 及 在 p 群 构 造 中 的 地 位 


一 个 非 交换 群 称 为 内 交换 群 ， 车 它 的 每 个 真子 群 是 交换 的 . 作为 这 个 概念 的 延 
fi, 一 个 非 交换 p EMO ABE, 若 它 至 少 有 一 个 指数 为 p 的 非 交 换 子 群 , 但 它 的 
所 有 指数 为 p 的 子 群 都 交换 . 显然 , 内 交换 p 群 恰 是 A 群 . 内 交换 群 可 看 作 交换 
性 最 好 上 且 应 是 结构 最 简单 的 非 交 换 群 . 事实 上 , 早 在 1903 4E, Miller 和 Morenol123] 
就 研究 并 分 类 了 内 交换 群 . 而 内 交换 p 群 首先 由 Rédeil!4U 于 1947 年 给 出 分 类 . 5 
外 , 我 们 注意 到 , 每 个 非 交换 群 至 少 含有 一 个 内 交换 子 群 .本 节 进 一 步 证 明 : 任何 
一 个 非 交 换 p 群 可 由 它 的 内 交换 子 群 生成 . 因而 内 交换 子 群 是 非 交 换 p 群 的 基本 
元 素 . Berkovich 和 Janko 的 p 群 巨著 [33] 一 [35], [37], [38] 表明 , 内 交换 子 群 基本 上 
影响 着 p 群 的 结构 . 故 内 交换 子 群 在 研究 非 交 换 p 群 的 结构 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 
占有 十 分 重要 的 地 位 . 本 书 相当 大 的 篇 幅 与 内 交换 子 群 有 关 . 

引 理 1.7.1 设 G 是 有 限 非 交 换 p 群 . 则 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 数 为 0,1 或 
1 +p. 


证 明 设 G 至 少 有 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 . 下 证 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 
数 是 1-p. 


设 Mi 和 M: 是 G 的 两 个 不 同 的 交换 极 大 子 群 , 由 此 可 得 
G=M:M: H Z(G)—-Min M3. 


因为 G/Mi & Ma3/Mi N Mz = M3/Z(G), tk |G : Z(G)| = p. 因为 G 非 交 换 , 故 
G = G/Z(G) € Cp x Cp. 在 此 情形 下 可 证 : M 是 G 的 极 大 子 群 当 且 仅 当 M ÆG 
的 交换 极 大 子 群 ， (事实 上 , 因为 G 的 交换 极 大 子 群 都 包含 中 心 , 由 对 应 定理 可 知 ， 
G 的 极 大 子 群 个 数 与 G/Z(G) 的 极 大 子 群 个 数 相 同 . X |M : Z(G)| = p, Y M E 
换 .) 容易 看 出 , G 有 1 +p 个 极 大 子 群 . 因此 G 的 交换 极 大 子 群 的 个 数 是 1-- p. O 

引 理 1.7.2. #AIR p 9E G 有 非 交 换 极 大 子 群 , 则 G 的 非 交 换 极 大 子 群 个 数 
ZVA p. 

证 明 设 G 是 d 元 生成 的 . 则 d(G) > 2 H |G/9(G)| = p?. 故 G/9(G) 可 看 
成 F, Ed 维 向 量 空间 . G 的 极 大 子 群 的 个 数 即 为 G/9(G) 的 d 一 1 维 子 空间 的 个 
数 , 容易 计算 d 一 1 维 子 空间 的 个 数 为 

P =1 十 p 十 十 :… 十 p 1. 

因为 G 非 交 换 , 所 以 G 的 极 大 子 群 的 个 数 至 少 是 1 十 p. 由 引 理 1.7.1 RA o 

定理 1.7.3 任何 一 个 非 交 换 p 群 可 由 它 的 内 交换 子 群 生成 . 

证 明 ”对 |G| 进行 归纳 . 车 G 不 存在 非 交 换 极 大 子 群 , 则 G 是 内 交换 的 . 结 
论 显然 成 立 . € G 存在 非 交换 极 大 子 群 , 由 引 理 1.7.2 TA G 的 非 交 换 极 大 子 群 
的 个 数 至 少 是 p. 取 G 的 两 个 不 同 的 非 交 换 极 大 子 群 Wi 和 M, 由 归纳 假设 可 知 ， 
M; 和 Ma 分 别 可 由 它们 的 内 交换 子 群 生成 . 显然 , Xi 和 Mo 的 内 交换 子 群 也 是 
G 的 内 交换 子 群 . 又 G= (M1, M»). 因此 G 可 以 由 它 的 所 有 内 交换 子 群生 成 . DI 

注 1.7 权 X OG GE p E, 则 非 交换 群 G 不 一 定 由 它 的 内 交换 子 群 生成 ， 例 
如 , 设 G — la, b,c | at = 1,5? — a?,[a, 6] = a?,c? — 1,a* — b, b^ — ba 1). X] G 不 能 
由 其 内 交换 子 群生 成 

证 明 ABAH: GS Qs x C3 E IG| 223-3224. 下 证 G 只 有 唯一 的 内 交 
换 子 群 且 它 同 构 于 Qs. 

设 互 是 G 的 内 交换 子 群 . 由 拉 格 朗 日 定理 可 知 H| 可 能 为 8,6,12. Æ |H| — 6 
aX 12, Ml] H = K x (c), EF K < (a,b H |K| = 2 或 4, ola) = 3， 因 为 
(a,b) = Qs 的 2 阶 子 群 和 4 阶 子 群 都 循环 , 而 2 阶 和 4 阶 循环 群 没有 3 阶 自 同 构 ， 
所 以 H =K x (e) 交换 , 矛盾 . S |H| — 8. 则 五 为 G 的 Sylow 2 FE. 而 G 的 


Sylow 2 子 群 唯一 . 于 是 G 不 能 由 其 内 交换 子 群生 成 . 口 
下 面 我 们 准备 分 类 内 交换 p 群 . 先 介绍 两 个 定理 , 它们 本 身 具有 独立 的 意义 . 
同时 在 有 限 p 群 研究 中 经 常用 到 . 


第 一 个 定理 由 段 学 复 1950 年 在 [156] 中 给 出 . 
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定理 1.7.5 ” 设 有 限 非 交换 群 G 有 交换 正规 子 群 A 且 G/4 = (rA) 循环 . 则 
(1) 映射 DB:a 一 = [a,x] Æ A $) G 的 满 同 态 ; 

(2) G' = AJAN Z(G). 

证 明 abe A, Bi 


é(ab) = [ab, x] = [a, UI*[b. a] = [a, z]Ib.z]  d(a)6(0. 
故 o 是 同 态 . 又 G = (z, A) 是 非 交 换 的 , 则 
Ker(9) = {a € A||a,z] = 1} = C4(G)= An Z(G). 


4 K = Im(ġ). ll] K < G' < A. 因为 4 是 交换 的 且 [az]? = [ar,zl 8 KNA, W 
K 4G. X a* = ala, z) € aK, S z PE A/K. 从 而 G/K 交换 且 K'— G'. 由 同 
态 基本 定理 即 得 . 口 

下 面 的 定理 是 定理 1.7.5 的 直接 推论 , CEAR p 群 研究 中 经 常 被 用 到 . 读者 
需 熟 知 . 

定理 1.7.6 设 有 限 非 交 换 p 群 G 有 交换 极 大 子 群 . 则 |G| = pIG'||Z(G)]. 

第 二 个 定理 是 陈 重 穆 1988 年 在 [54 中 的 定理 2.2 中 给 出 的 一 个 p 群 是 内 交换 
的 等 价 条 件 . 它 在 本 书 中 也 反复 被 使 用 , 读者 也 需 熟 知 . 

定理 1.7.7 设 G 是 有 限 p FE. 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) G 是 内 交换 群 ; 

(2) 4(G) = 2 E |G'| = p; 

(3) d(G) 2 2 A Z(G) = (G). 

证 明 (1) 2 (2): HX a,b c G f& [a,b] #1. WJ H = (a,b) 非 交 换 , 并 因而 
H =G. 因此 d(G) = 2. 取 G 的 两 个 不 同 的 极 大 子 群 4 和 B. 由 假设 它们 交换 . 又 
H A, B 的 极 大 性 得 G = AB. 因此 4nB = Z(G). 再 由 同 构 定理 , AB/A S B/AnB. 
从 而 |G: AN B| =p. 由 定理 1.7.6, |G| = p|G'||Z(G)|, 于 是 |G'| = p, (2) 成 立 . 

(2) 2 (3: AA |G'| 2 p, 有 G' < Z(G). M G 为 类 2 群 。 由 命题 1.1.6 得 
[zz,g = [r, y]? = 1, 其 中 zy € G. 于 是 Vi(G) < Z(G). 因此 又 有 (G) < Z(G). 
如 果 (G) < Z(G), 则 由 d(G) = 2 推出 |1G/Z(G)| < p, 于 是 G 交换 , 矛盾 . 故 (3) 
成 立 . 

(3) > (1: 因为 每 个 极 大 子 群 M > (G) = Z(G), H. d(G) = 2, tk M 交换 , 即 
(1) 成 立 . o 

+ 1.7.8 若 G 不 是 p 群 , 则 定理 1.7.7 不 一 定 成 立 . 例如 , 交代 群 Ai 是 内 交 
换 的 . 但 其 中 心 是 平凡 的 , 导 群 是 p? 阶 的 . 

为 方便 , 我 们 引进 两 个 符号 , 它们 在 本 书 中 使 用 频率 极 高 . 读者 需 尽早 熟悉 之 . 


1 


Mp(n, m) := (a,b | aP” 2-9" —1,à =at?" j), n>2,m>1. (EIR) 


Mp(n, rn 1) :=(a,b,c | aP" = bP" = c? = 1, [a,b] = c, [c a]  [c, b] = 1), 
n2mzl ( 非 亚 循 环 ) 


p? 阶 非 交换 群 是 阶 最 小 的 内 交换 p 群 . 它 的 分 类 在 标准 的 群 论 教科 书 上 都 能 
找到 . 其 证 明 略 去 . 读者 也 可 参看 本 书 的 第 2 章 , 在 那里 为 介绍 p 群 方法 , 给 出 了 
p^ 阶 群 分 类 的 另 一 个 证 明 . 

定理 1.7.9 设 G 是 p3 阶 非 交 换 群 . 则 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) p= 2, 

(I) (a,b|a* — b? = 1,b ab = a?) S Dg S M3(2,1) S M»(1, 1, 1); 

(Il) (a,b | a = 1,0? — a?,b tab = a?) & Qa. 

(2) p 2, ' 

(I) (a,b |a — b? = 1,b-!ab = ai^?) & M,(2, 1); 

(II) 4a, bc |a? = — 6? —1,1a,5] — 6, [a.c] — [b 6] — 1) 5 M1, 1, 1). 

下 面 是 Rédei 于 1947 年 在 [141] 中 给 出 的 内 交换 p 群 的 分 类 . 这 里 的 证 明 是 
由 曲 海 鹏 给 出 的 , 它 完全 不 同 于 Rédei 的 原始 证 明 . 

定理 1.7.10 G 是 内 交换 p 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(i) Qs; 

(ii) M; (n, m); 

(iii) M, (n, m, 1). 

一 个 例外 是 , 参数 p == 2, m—1, n —2 的 (站) 型 群 和 有 参数 p= 二 2, m=n=1 
45 (11) 83 5] 43, 它们 都 给 出 8 阶 二 面体 群 Ds. 

证 明 ”<=: 对 于 群 (i), 由 p? 阶 群 均 交换 即 得 . 对 于 群 (i), 令 G = Glar", 
Jj a? — a. 8] G 是 交换 的 . Sk G' < (ar”). 对 于 群 (ii), 令 G — G/(c). 类 似 可 证 ， 
G' « (c). 在 任何 情形 下 , 由 于 G' z 1 即 得 |G'| 2 p. 又 d(G) = 2. 由 定理 1.7.7 即 
得 结论 . 

一 >: p? 阶 非 交 换 群 均 为 内 交换 群 , 它们 是 Qs, Ds 兰 Mz(2,1) 兰 M2(1,1,1) (对 
p = 2), 以 及 My(2,1), M,(1,1,1) (对 p> 2). 故 下 面 可 设 |G| > p. BEM 1.7.7, 
d(G) = 2, |G'| =2 取 abeG 使 得 [ai 关 1 且 5=aG'5=b5G' Æ G— GJG" 的 
Ak, 即 G = (a) x (b), 并 且 使 o(a)o(b) 最 小 . 设 ola) = p^, o(b) =p H. n 2 m. 

首先 断言 : (a) m (b) — 1. 

车 否 , 因为 an5 = 1, 也 即 (On = 1. (此 结论 在 G/G' = = (a) x (b) 
的 条 件 下 成 立 ， 一 般 不 成 立 ) 从 而 1 关 la) nb < e. Wi (a) n (b) — G'. 设 
G' = (d). Wj o(d) = p， 进一步 可 设 d = as = bt. Wj d = a? = v? = 1. 于 是 
p" | sp, p" | tp. X e= pma t= p"-!t. AA o(d) = p, ?& (s,p) = hp) = 1. 
从 而 (s1 p) = (tip) = 1. & ai = a", bı = b^. M d= "a d = g^. 不 妨 设 


-18- 78 13€ AR p 群 的 基本 概念 和 结果 


a" “二 d, Ww" =d. Fia" = br”. (注意 : 要 保证 a,b 仍然 满足 a,b 的 条 
件 !) 
因为 G' < Z(G), 故 G 是 类 2 的 . 由 命题 1.1.6, 对 任意 的 x,y cG, 有 


(zy)? = z?yP, p> 2, (1.3) 
(zy)? T z?y? [y, z), p=2. | 
若 p > 2, 由 (1.3) 式 及 a" = bP” 推出 
(az "ply" - (a? "y" * (OP ER gl ye x pr yep = Å. 


4& b' —aP b, W o(b) < p*-? < olb). X o((b)) < o(b) < " « o(b). 5j 

一 方面 , G = (a) (b). 于 是 |G| = |(a)(b)| = K(a)()|. 由 此 可 得 
69| 
)n 


i ë 
Kan aA o 
因为 (a) (b) =1 及 o((b)) < o(b), 推出 (a) n (b) — 1. dX b A a (mod G^) 仍然 是 
G 的 基底 , 但 o(a)o(b^) < o(a)o(b), 矛盾 于 a,b 的 选取 . 
Zp-2,m23H n» m, WJA (ar”"b-!)?” = 1. 同上 可 得 矛盾 . 于 是 
n£matz2. LEHRE n >m, WA n=m=2. 因为 a" 一 bp” —-deG',k 


[G| = |(a) x ()| « 2^7!27-. 

从 而 |G| = [G||G'| < 8. 与 假设 |G| > p? FE. 事实 上 , |G|. 28 H G Z Qs. 

这 就 证 明了 (a) nN (b) = 1. 并 因此 |G| > pr+m. 

4 [a,b] — c. W G = (c). 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) G' EDE (a) 也 不 是 (b) 的 子 群 . 

此 时 因为 (C'l =p, 有 (anG'=1 (5) n G' =1. 于 是 

a! = I 4 a* € (a) A0 G' = 1. 
由 此 可 得 o(a) = ola). 同 理 , o(b) = o(b). X. G/G' 2 G = (a) x (b). w 
[G| — |(a)||(b)| 2 p*p* =p, 


WHG] = |G]|G"| = p++. 因为 G' < Z(G), n > m, 此 时 有 


a =" = =1, [a,b] =c, [ca] — [cb] — 1, 


1.7 内 交换 p 群 的 分 类 及 在 p 群 构造 中 的 地 位 «9 s 


EH expG = p^. EF n> m21 我 们 得 到 定理 中 的 群 (uu) 由 |G| = prH H 
expG = p” 可 知 , n A m 都 是 G 的 不 变量 . 特别 地 , (Gi) 型 群 中 的 不 同 参数 的 群 互 
不 同 构 . 

(2) G' 恰好 是 (a) 和 (b) 中 一 个 的 子 群 . 

如 果 我 们 去 掉 前 面 的 假设 n>m, 则 不 妨 设 G^ < (a). 这 时 (a) 是 G 的 循环 正 
HT. 因为 G/G' =G = (a) x (b), W G = (a,b, G') = (a,b) = (a)(b). ATI G Æ 
亚 循环 群 . 因为 G' « (a), W n 2 2. (否则 , G' = (a)). x [a,b] =at. 由 定理 1.7.7 
知 Z(G) = 9(G) = 01(G)G'". w P € Z(G). 从 而 la, b] 2 1. AA G' < Z(G), ik G 
是 类 2 BJ. 由 命题 1.1.6 推出 a? = [a,b]? = [a,b] = 1. 故 可 设 i= spt, pts. 设 
t 满足 st = 1(mod p). 以 b* RE b, 有 olb) = o(bt), G = (a,b) = (a, bt). 因为 G 是 
类 2 的 , 由 命题 1.1.6 可 得 


n—1 n—1l 


[a， b = [a, b]' = (a ES (as? y! — ast" = a(l+pti)p™ 一 = g? 
AN b — b. 则 得 到 群 的 表现 (ii). 

下 面 要 证 明 (i) 型 群 中 不 同 的 参数 值 对 应 于 不 同 构 的 群 .由 (1.3) 式 和 n>2 
可 知 , Ya,b € G, (abi) P™™™™ — 1. M exp(G) < pet, X |G| = pn+m, ak 
exp G = pmaxtm,n, 如果 有 与 表现 (i) 的 群 同 构 但 参数 不 同 的 群 , 它 必 有 如 下 表现 : 

(^ G = (a,b | aP™ — 9" = 1, a? = al*9" 5, 

JF H. n zm. 在 表现 (1) 和 G) 的 两 个 群 中 , 均 有 G' < (a). 者 G 为 表现 (ii) 的 群 ， 
下 证 G/G' = Co x Cj». 首先 , G' = (fa, b]? | g € G) = (a^). Wt o(a) = ml 
另 一 方面 ， = (a)(b). 从 而 G/G' =G = (a) (b). 因为 


| 


IG| = |(a)(b)| = = |(a)||(d)|, 

故 (a)n (b) = 1. 由 此 得 (ayn(b —1. 从 而 G/G' 2 G = (a) x (b. 再 一 次 由 
(a)n(b) — 118 1 z b?" 4 G'. Wol) = o(b) = p^. 这 就 是 说 , G/G' 兰 C x Cp. 
车 G 为 表现 (u^) BRE, 同 理 可 证 , G/G' & Cpm- x Cp. 此 时 , 一 个 G/G' 有 一 个 
阶 为 exp(G) 的 循环 正规 子 群 , 而 另 一 个 没有 . 显然 这 是 一 个 矛盾 . 

最 后 证 明 (ii) 型 群 和 (11) 型 群 不 同 构 . 注意 到 满足 a,b € G fii à = aG',b = bG 
Æ G = G/G’' 的 基 的 所 有 a,b 中 o(a)o(b) 的 最 小 值 显然 也 是 G 的 一 个 不 变量 , 记 
其 为 m(G). 从 证 明 中 看 出 , (i) 型 群 中 |G|/m(G)=1, (iii) 型 群 中 IG|/m(G) 2p. O 

推论 1.7.11 AGRAR p 8E. 若 G 的 每 个 真子 群 是 初等 交换 群 但 G 本 身 
不 是 , 即 G 为 内 初等 交换 D 群 , G 为 方 次 数 为 的 p3 阶 非 交换 群 ,或 p? VHS 
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环 群 . 

证 明 者 G 非 交换 , 则 G 为 内 交换 群 . 因为 G 为 内 初等 交换 p SE, 故 exp(G) = 
p， 由 定理 1.7.10 可 知 , G & Mp(1,1,1). Æ G 交换 , 因为 G 为 内 初等 交换 p 群 , 故 
exp(G) 2 p. 取 ae G 使 得 ola) = p?. M) G = (a). 口 


1.8 有 限 Hamilton p 群 的 分 类 


称 群 G 为 Dedekind 群 , 如 果 它 的 所 有 子 群 均 在 G 中 正规 . Dedekindl56| 给 
出 了 有 限 Dedekind 群 的 分 类 , 而 Baer?! 则 分 类 了 无 限 Dedekind 群 ， 他 们 证 明 ， 
Dedekind 群 或 为 交换 群 , 或 为 四 元 数 群 与 无 4 阶 元 素 的 交换 周期 群 的 站 积 . (所 谓 
周期 群 , 指 的 是 没有 无 限 阶 元 素 的 群 .) 这 个 结果 的 证 明 可 见 [66] 中 的 定理 12.5.4. 
非 交 换 的 Dedekind 群 又 称 为 Hamilton 群 . Dedekind p 群 的 分 类 是 有 限 p 群 的 一 
个 经 典 分 类 定理 . 在 此 之 后 , 与 此 有 关 的 p 群 被 研究 和 分 类 . 本 书 的 许多 内 容 与 此 
相关 . 下 面 的 定理 给 出 了 有 限 Dedekind p 群 的 分 类 . 该 证 明 由 曲 海 鹏 给 出 . 由 于 使 
用 了 内 交换 p 群 的 分 类 , 证 明 十 分 简洁 . 

定理 1.8.1 设 G 是 有 限 Dedekind p £f. N) 

(1) G 交换 ; 

(2p—23J-E G Qs x C2, XP n X3E fo 3. 

证 明 Æ G 非 交 换 . 取 G 的 一 个 内 交换 子 群 H. 则 H 亦 为 Dedekind 3. 由 
定理 1.7.10 知 , H = Qs. $ H = (a,b). Bil 


o(a) — o(b) 24, a° =b, [a,b] — a?. 
4 C = Ca(H). M] C = Ca((a)) n Ca((b)). B N/C 定理 得 
iG: Cc((a)) 22, |G:Cc((b))| = 2. 
TRÀ |G:C| «4. X, COAH = Z(H) = (a?). 比较 阶 得 HC =G. 下 面 证 exp(C) = 2. 
若 否 , 则 cec 使 得 o(c) = 4. 因 :G 中 2 阶 子 群 丝 正 规 , 故 2 阶 元 属于 中 心 . 而 因 
ac € Z(G), 这 推出 o(ac) = 4. XA [ac, b] = [a,b] = a?, (ac) aG, A a? € (ac). 于 是 


得 a? = (ac)? = a?, ? 21. 5 o(c) =4 FE. 这 就 证 明了 C 是 初等 交换 2 HE. 取 
(a?) Æ C 中 的 补 为 D. WI G—H x D. " 
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1.9 具有 一 个 循环 极 大 子 群 的 p 群 的 分 类 


Burnside 在 [50] 中 对 具有 循环 极 大 子 群 的 有 限 p 群 进行 了 分 类 , 这 是 一 个 经 
典 的 结果 . 它 对 于 p 群 的 进一步 研究 是 十 分 有 用 的 . 因为 从 理论 上 讲 , 每 个 有 限 p 
群 都 可 以 由 此 经 过 一 系列 循环 扩张 得 到 . : 

定理 1.9.1 iE p^ MÆ GA p! 阶 循环 子 群 (a), f] G 只 有 下 述 七 种 类 型 . 

(I) p^ 阶 循环 群 : G= (a), a" —1,n2 1; 

(II) (p^71,p) 型 交换 群 : G = (a,b) ar” =b =1, [a,b] 21, n2 2; 
(Il) p 关 2, n2 3, G= (a,b), 有 定义 关系 


n-i 多 一 2 


a? =1, P=1, bab=at? ; 
(IV) 广义 四 元 数 群 : p = 2, nn 之 3, G= (a,b), 有 定义 关系 
a =1, b mg aial baba !; 
(V) 二 面体 群 : p=2, n2 3, G= (a,b), 有 定义 关系 

a =1, b=1, b`lab= a`}; 

(VI) p=2, n24, G= (a,b, 有 定义 关系 

a" =1, b?=1, blaob=a!l!t2 ， 
(W) 半 二 面体 群 : p = 2, n2 4, G= (a,b), 有 定义 关系 


a 21, bP-1, baba H, 


证 明 ”除去 交换 的 情形 , 有 n 2 3. 我 们 先 假定 pz > 2. X (a) 是 G 的 循环 极 大 
TE, 当然 有 (a) aG. ER bi € (a), A D € (a). V b, ab; =a", 由 G 非 交 换 , 有 
r X 1 (mod p^-!). XH b? € (a), 有 bi?ab? — a" =a, FÆ r’ = 1 (mod p"^-!). BẸ 
r TERR p^—! 的 简化 剩余 系 的 乘法 群 中 是 p 阶 元 素 , 由 此 易 推 出 , r= 1 (mod p"7?). 
于 是 可 邻 r= 1+ kp. r € 1 (mod p^-1), k Æ 0 (mod p), 取 整 数 j 使 
jk =1 (mod p). 再 令 b; = b, 有 


(C d j j n»—24j n—2 
bz tabo =b abi =a" —g 6t 一 Qi . 


XA b € (a), 而 o(b3) < pt, 可 令 bh = a*P, s 是 整数 , 我 们 要 证 明 (boa)? — 1. 
这 因为 (aP" ^ char (a), 得 到 (az” ^ 3G, 于 是 (aP" ^ < Z(G). X. [a, b2] = aP”? 
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所 以 [a,b]? = a?" ^, 对 任意 的 g € G， 由 命题 1.1.5(3) 有 G' = (a), 于 是 
G' < Z(G), c(G) = 2. 据 命题 1.1.6(3), 有 


(zy)? = a?yP[y,z]9) = Py’, V zy eG. 


于 是 由 bj =a? 可 得 (boa)? = bha P — 1. 4 b — boa 75, AA G 有 定义 关 
系 (III). 

下 面 设 p = 2. 同样 设 (a 是 G 的 循环 极 大 子 群 , 而 bg (a). 则 b? € (a), H 
b-1lab = a^, 其 中 7+ 关 1 (mod 2^-!), fH r? = 1 (mod 2"-!1)， 由 此 推出 7 模 27-7! 
只 有 三 种 可 能 : r= -1 1+ 2n"- 和 —1--2^. LH b € (a), n] i? = a*. 
b-!(b?)b = b?, Bl blatb = a5, 有 aù = a*, X sr = s (mod 2"™1). xb = —1, 则 
s = —s (mod 2"-1), 推出 as = 1 È a?" *. 这 分 别 给 出 广义 四 元 数 群 (IV) 和 二 面体 
BF (V). 当 n = 3 时 , 定理 1.7.9 已 经 给 出 了 23 阶 非 交 换 群 ,只 有 上 述 两 种 类 型 . 而 对 
Fn > 4, 还 要 讨论 7 — 21-27? 的 情况 . dir = 1 十 22-2, 条 件 sr = s (mod 27-7!) 
等 价 于 s 是 偶数 . 令 s = 2t, BARA 1(1 + 2773) +t = 0 (mod 2-2) RERE j. 设 
bi = bañ, 则 


b? = b^ (b-1ajb)a = bait?) — qu?) 一 1, 


而 bi1abi — al+2” ,对 by 和 a 来 说 就 满足 定义 关系 (IV). Æ r= -1+ 2"-2, 条 件 
sr = s (mod 2?-1) 变 成 (—2 + 2"-2)s = 0 (mod 2”-1), BẸ 


(—1-4- 2773)s = 0 (mod 2”7?). 
于 是 得 到 s = 0 (mod 27-2), iX FÉ b? — 1 8k a?" ^. ME b? — a?" ^, 4 bi = ba, Ji 
b? = (ba)? = b?(b^'ab)a = pa $7 a = aa 784277. 1, 


因此 a RI b RE a 和 b 满足 定义 关系 〈VI). 

最 后 要 说 明 上 述 七 种 类 型 的 群 彼此 互 不 同 构 . 对 于 n = 3, 由 定理 1.7.9 可 知 
结论 成 立 . MOI n > 4. 区 别 交 换 和 不 交换 以 及 p > 2 和 p = 2 的 情形 , 只 需 说 明 
(IV) 到 (VI) 之 间 互 不 同 构 即 可 . 由 定义 关系 可 看 出 , 对 这 四 种 情况 都 有 G = ([a, b]). 
计算 [a,b] 得 


XE (IV), (V), 
[a,b] 2 atb tab — 4 a 对 于 (VD, 
q-?:2"7*. 对 于 (VI). 


110 了 和 群 计数 定理 .23 . 


于 是 对 于 (VD, 有 |G'| = 2, 而 对 其 余 情 形 , 有 |G'| = 2772, 故 (VI) 不 与 其 余 三 种 
情形 同 构 . 再 计算 (a) 外 一 般 元 素 ba* 的 平方 , 得 


a" ^", ”对 于 V) 
(ba*)? =b (babat = 4 1, 对 于 (V), 
a" ^. 对 于 (VID. 


这 首先 说 明 G 中 27-1 阶 循环 子 群 是 唯一 的 . 其 次 , (a) 外 的 元 素 对 于 (IV), 全 是 
4 阶 的 ; 对 于 (V), 全 是 2 阶 的 ; 而 对 于 (VID), 既 有 2 阶 的 也 有 4 阶 的 . 由 此 看 出 
(IV), (V), (VII) 之 间 互 不 同 构 . 口 

定理 1.9.1 的 一 个 直接 结果 是 以 下 推论 . 

推论 1.9.2 设 N 是 有 限 p 群 G 的 非 循 环 正规 子 群 . 则 

(1) 若 p>2, 则 存在 G 的 (p,p) 型 交换 正规 子 群 K <N; 

(2) X p—2,.H. G 没有 (p,p) 型 交换 正规 子 群 <N, RJ N 是 定理 1.9.1 中 (IV)， 
(V) 或 (VID 型 群 . 

证 明 Ai N 有 循环 极 大 子 群 . 则 由 定理 1.9.1, 或 者 (2) 成 立 , 或 者 N 是 定 
理 1.9.1 中 的 (ID), (III) 或 (VI) 型 群 . 对 于 这 三 种 群 , Q1(N) Æ N 的 (p, p) 型 特征 
子 群 , 因而 是 G 的 正规 子 群 , (1) 成 立 . 

再 设 N 没有 循环 极 大 子 群 , 并 且 (1) 和 (2) 都 不 成 立 . 任 取 G 的 包含 在 N 
中 的 极 大 交换 正规 子 群 A, 则 |4| > p, 且 A 循环 . 于 是 不 妨 设 |N : 4| > p. W 
K < A, 满足 |K| = p?. WA A 循环 , K 3G. EH N/C 定理 , |N/Cn(K)| < p. 
X |N : AL» p?, CN(K) > A. X, CN(K) = NN OG(K) 3G, TR M 4G 满足 
A « M € CN(K) 以 及 |M : A| =p. 则 M 非 交换 , H Z(M) 2 K. 因为 M 包含 
循环 极 大 子 群 A, 由 定理 1.9.1, 并 注意 到 M 非 交 换 且 中 心 的 阶 大 于 等 于 p, M 是 
(III) 型 或 (VI) 型 群 . 但 对 于 这 两 种 群 , 都 有 (p, p) 型 特征 子 群 , 于 是 G 有 (p, p) 型 
交换 正规 子 群 小 于 等 于 N, 矛盾 . 口 


1.10 p 群 计数 定理 


所 谓 p 群 的 计数 定理 是 指 关 于 有 限 p 群 各 种 类 型 的 子 群 、 元 素 或 子 集 个 数 的 
结果 . 反 过 来 , 由 p 群 子 群 个 数 的 条 件 推 出 p 群 本 身 的 性 质 或 结构 也 是 p 群 计数 
问题 的 课题 . p 群 计 数 是 p 群 研究 的 一 个 重要 领域 . 本 节 介 绍 几 个 重要 的 经 典 结果 ， 
由 此 可 看 出 p 群 的 子 群 个 数 的 条 件 对 p 群 结构 的 影响 . 

设 G 是 pr 阶 群 . 对 于 天 = 0,1 n, 以 sG) 表示 G 中 p 阶 子 群 的 个 数 ， 
以 ck(G) 表示 G 中 p* 阶 循环 子 群 的 个 数 . 

定理 1.10.1 设 |G|=p", 若 s1(G)=1, 则 
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(1) 对 p> 2, G 是 循环 群 : 

(2) 对 p= 2, G 是 循环 群 或 广义 四 元 数 群 . 

WRA 设 p> 2, 且 G 非 循 环 . 根据 推论 1.9.2, G 中 存在 (p,p) WERTE. 
与 G 只 有 一 个 p 阶 子 群 矛盾 . 而 对 p= 2, G 非 循环 , 推论 1.9.2 给 出 G 只 可 能 是 
定理 1.9.1 中 (IV), (V) 或 (VIT) 型 群 . 但 除了 广义 四 元 数 群 外 , 都 有 si1(G) 2 2. T 
定理 得 证 . 口 

定理 1.10.2 ik G Ap MEE. xpi 1m « n 8X A- m, X. snm(G) — 1, 
则 G 循环 . 

证 明 设 互 是 G 的 唯一 的 pm 阶 子 群 . 任 取 G 的 p" 阶 子 群 Hio oH, 由 
H 是 H, 的 唯一 的 极 大 子 群 , lH = (Hi), 又 由 |Hi /6(H1)| =p 知 H 循环 , 于 
是 H 也 是 循环 群 . 这 又 推出 只 要 i < m, 都 有 si(G) = 1. 特别 地 ,有 si(G) = 1. 据 
定理 1.10.1, 得 G 循环 或 为 广义 四 元 数 群 . 但 对 后 者 有 sz(G) > 1, 与 假设 矛盾 , 于 
是 G 不 能 为 广义 四 元 数 群 , BD G 必 为 循环 群 . 口 

定理 1.10.3 ik G A p" 阶 群 . XdEl«menHW&A m, $ s(G ) = 
cm(G), N) G 循环 , 或 当 p" —4 时 G 可 能 为 广义 四 元 数 群 . 

证 阴 m > 2, 所 有 p? 阶 子 群 循环 ( 因 每 个 p? 阶 子 群 至 少 含 于 一 个 p™ Br 
子 群 ), TELA si1(G) = LEB, 我 们 可 找到 两 个 不 同 的 p 阶 子 群 Ci, C2, 并 可 
设 其 中 之 一 含 于 Z(G), 于 是 (0Q1,C2) = €i x €; 是 (p.p) IURE, TE) 应 用 定理 
1.10.1, G 为 循环 群 或 广义 四 元 数 群 . 但 对 后 者 , WR m > 3, G 中 存在 非 循环 的 pm 
MTE (a 7,5), 与 假设 矛盾 . 口 

为 了 进一步 研究 p 群 的 计数 定理 , 我 们 给 出 初等 交换 p 群 子 群 个 数 的 公式 . 证 
明 留 给 读者 . | 

3|38 1.10.4 ij& G X p^ nF, 0 € m € n. 则 G P p? 阶 子 群 的 个 


o^ - Dip —1--- un - 1) 


数 为 
j l, 


m 0, 


nz. 

EEE [62] 中 证 明了 ,初等 交换 p 群 是 各 阶 子 群 个 数 最 多 的 p BRO 曲 海 
WE [138] 中 证 明了 , 除了 初等 交换 p 群 以 外 ,各 阶 子 群 个 数 最 多 的 mm 阶 群 是 
Mọp(1, 1,1) x Ep-s. 进一步 地 ， 他 证 明了 , 对 于 p»2,1m«tn, 其 p" 阶 子 群 的 
个 数 为 

n] [n-2 8-2] Bp [m9] (qp opu) 
hu, E | m | i | I -ym bacal, (pt = 


为 了 方便 , 我 们 规定 : Fn <m, 则 | ， | = 0. 于 是 对 任意 的 非 负 整数 n. m, 
都 规定 了 一 个 非 负 整数 |”] . 又 若 我 们 的 问题 只 涉及 一 个 素数 p, 常 把 | ”| 的 


1.10 pfi X ERE .25- 


Tis p 省 略 , 而 简 记 [^ |. 下 面 是 关于 数 | ，| 的 一 些 主要 性 质 
引 理 1.10.5 (1) # nm, 则 M 一 na 
otis n [2] -] 7 [,] 

(3) È n 2 m, 则 M 三 1 (mod p); 

(4) 4 n » m » 0, N) M — 14 p (mod p°); 

(8) (x — De - p): (e —2"71) = Xz.o (70909 [7] 2-5; 
(6) Xo 71209 | ;| = o. 

WEBB (1), (2) 可 直接 用 公式 验证 . 

(3), (4): 利用 (2) 式 可 得 


(5) 用 对 n 的 归纳 法 , 细节 略 . 

(6) E £5) 中 令 z = 1 即 得 所 需 结果 . 口 

在 p 群 的 子 群 计 数 中 , Hall 在 [67] 中 给 出 了 计算 子 群 个 数 的 一 般 公 式 . 通常 称 
为 Hall 计数 原则 . 为 了 介绍 这 个 公式 , 我 们 需 介 绍 以 下 概念 和 符号 . 

设 G EAR p 群 , 9(G) 为 G 的 Frattini 子 群 . 称 G 的 包含 B(G) 的 子 群 为 
G 的 大 子 群 (major subgroup). 对 于 i=0,1,… ,d= d(G), & S; 表示 G 的 指数 为 
p» 的 大 子 群 的 集合 . NS 6 是 一 个 由 G 的 真子 群 组 成 的 任意 集合 , 以 s(M) 表示 
S HEF M 的 子 群 个 数 . 

定理 1.10.6 (Hall 计数 原则 ) 


s(G)- Y, s(M)*p  s(M)—::+(-1)dp(2)s(B(G)) =0. (1.4) 
MES MES2 
EH ” 设 互 是 6 中 任 一 子 群 . 考虑 G 的 所 有 包含 H 的 大 子 群 的 交 N, 当然 
N 也 是 G 的 大 子 群 . 设 Ne 5;, Wisi ( 因 G 的 真子 群 H 至 少 属于 G 的 
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一 个 极 大 子 群 ) 于 是 , 每 个 包含 N 的 大 子 群 都 包含 H. 对 于 1 < j < i, 5; 中 包含 
N 的 大 子 群 个 数 应 为 HI 于 是 H dE (1.4) 式 左 端 出 现 的 重 数 为 
m(H)=1- H T H ~ 四 | 


由 引 理 1.10.5(6), m(H) = 0. 5 H POA 6 中 所 有 子 群 , 并 求 和 便 得 (1.4) 式 左 端 = 
Hwee M(H) — 0. [] 

下 面 证 明 两 个 经 典 的 计数 定理 ， 

定理 1.10.7 设 |G|=pm, 0€ k & n. 则 sk(G) 三 1 (mod p). 

证 明 ”当天 =0 Ñ n 时 , 定理 显然 成 立 . 现在 设 0 < <n, HX 的 归纳 法 
设 M 是 G 的 任 一 极 大 子 群 , 由 归纳 假设 , sk(M) = 1 (mod p). 6 X G 的 所 有 
p* 阶 子 群 的 集合 , 应 用 Hall 计数 原则 , 得 到 


sk(G) 三 x. sk(M) = 3 le nn = 1 (mod p). 


MES; M&S, 
O 
定理 1.10.8 (Kulakoff [83) 设 G Æ p^ 阶 的 非 循环 群 且 p>2,1<k<n-l. 
N) sk(G) 三 1+p (mod p?). 

为 证 明 此 定理 , 先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.10.9 设 G X p" 阶 的 非 循环 群 且 p52,n23,2 G 有 循环 极 大 子 
St, 则 G BA p 个 循环 极 大 子 群 和 一 个 非 循环 极 大 子 群 . 

证 明 ”由 引 理 条 件 , G 应 为 定理 1.9.1 中 (II) 或 (HIT) 型 群 . 由 定义 关系 易 看 出 
d(G) = 2, c(G) < 2. 据 命 题 1.1.6(3), Æ G "P. (zy)? = z?y? 成 立 ， 对 任意 的 x,y EG. 
这 样 , 对 i=0,1,…,p 一 1, 有 

(b'a)? = b'Pa? = a?, 

即 ba 是 p! 阶 元 素 , 这 就 找到 了 p 个 循环 极 大 子 群 (ba). X, 易 验 证 (a?,b) 是 
G 的 (p^-2,p) 型 交换 极 大 子 群 , 自然 非 循环 . 再 据 d(G) = 2, G PRA 1 + p 个 极 
大 子 群 , 引 理 得 证 . 口 

定理 1.10.8 的 证 了 明 240 —2, G 是 (p p) 型 交换 群 . G 有 1+p 个 p 阶 子 群 ， 
定理 显然 成 立 . X n > 2. 对 n EBW. 24 k —n — 1 tf, K d= d(G) 2 2, H 

sw—1(G) 三 "n | — H — 1 4- p (mod p°). 
mä k<n-2 时 , 用 Hall 计数 原则 , 有 
sk(G) = 5, s(M)-p > s«(M) (mod p°). 


MES; MES2 
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对 M € S2, 由 定理 1.10.7, sk(M) = 1 (mod p), 有 


p 》 s(M)=p 95, t=p| aa] = p (mod p’). 
MES2 MES2 
而 对 M eS, 者 每 个 M 都 非 循 环 , 应 用 归纳 假设 有 sk(M) = 1+ p (mod p°). 
于 是 


(0)=0+D | 


X, EUH BST EE M €s, 则 由 引 理 1.10.9, S PRE wb 个 循环 极 大 子 群 和 一 个 非 
循环 极 大 子 群 , 于 是 


| -p= (l1+p) -p=1+p (mod p°). 


sk(G)=p-1+(1+p)-p= 1+ p (mod p?). 口 


我 国 数 学 家 华罗庚 、 段 学 复 在 20 世纪 30 年 代 继续 Kulakof 的 工作 , 研究 p R 
G 中 的 子 群 个 数 模 p 的 情况 . 得 到 了 不 少 结果 , 见 [155]. 他 们 猜想 , 如 果 |G| = p^, 
对 于 0 二 kn sk(G) B& p? 必 与 11+D 1--p- p? EK 1-- p - 2p? 之 一 同 余 . 
Berkovichl2"]、 a SS REOR HH TERIS 210, 211] 在 这 个 猜想 上 做 了 许多 工作 . 遗憾 的 是 , 该 
猜想 有 一 个 否定 的 回答 . 


1.11 三 类 重要 p 群 与 p 群 的 三 类 重要 结构 


为 使 读者 对 p 群 研究 的 概貌 有 所 了 解 ， 本 节 简 单 介 绍 三 类 重要 的 p SEE p 群 
的 三 类 重要 结构 . 它们 构成 了 有 限 p 群 研究 的 主体 . 读者 欲 了 解 更 多 的 内 容 , 可 参 
zr ess [33] 一 [35], [37], [38], [92], [194]. 

第 一 个 重要 的 p 群 类 , 即 正 则 p 群 (regular p-groups), 是 由 Hall 于 20 世纪 
30 年 代 引 进 并 发 起 研究 的 . 他 的 三 篇 葛 基 性 论文 [67] 一 [69] 构成 了 现代 p 群 研究 
的 基础 . 其 中 文献 [67] 创建 了 正则 p 群 理论 . 文献 [68] 发 展 了 这 个 理论 , 他 证 明了 
JEEN p 群 的 许多 深刻 性 质 , 建立 了 一 系列 正则 p 群 的 判别 条 件 . 而 他 的 第 三 篇 论 
文 [69] 则 是 近代 有 限 p 群 分 类 问题 研究 的 基础 . 在 此 之 后 , 又 有 许多 学 者 对 这 个 理 
论 做 了 不 少 有 价值 的 工作 , 特别 是 Mann 的 出 色 工 作 [108] 一 [112] 使 正则 p 群 形成 
了 p 群 理论 中 一 个 重要 的 研究 方 问 . 

首先 引进 更 一 般 的 ps 正则 群 的 概念 . 这 个 概念 是 由 徐 明 曜 和 Bannuscher 几乎 
同时 独立 提出 的 , 见 徐 明 曜 的 研究 生 毕 业 论 文 [181] 和 Bannuscher 的 论文 [21] 一 [23]. 

定义 1.11.1 AR p Æ G 称 为 正则 的 , 如 果 对 任意 的 a,b € G, 对 每 个 正 整 
数 s, 有 

(ab) — aP bP ep ... et. 
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其 中 ci € (a,b)',i 二 3,4,… ,m, (ab Æ (a, b) 89 3E, 而 m 依赖 于 a, b 的 选择 . 特 
别 地 , 若 (ab)? = a?b?, 则 称 G 是 p 交换 群 . 

应 用 上 述 定 义 , Hall 关于 正则 p 群 的 原始 定义 可 以 叙述 如 下 . 

定义 1.11.2 有 限 p 群 G 称 为 正则 的 , 如 果 对 每 个 正 整 数 s,G 是 Ts ENG. 

在 目前 关于 正则 p 群 的 文献 中 , 通常 都 使 用 下 述 定义 . 它 与 Hall 给 出 的 定义 等 
fr. 历史 上 , 它 最 早 是 由 Kemhadzel8?) 给 出 的 . 

定义 1.11.3 ”有限 p 群 叫做 正则 的 , 如 果 对 任意 的 a,b € G, 


(ab)? — aP bE e ea ci € (a,b). 


在 某 种 意义 上 说 , 正则 p 群 是 p 群 中 比较 大 的 子 类 . 这 是 因为 ， "QS 
的 整数 n, 只 有 有 限 个 素数 p 使 得 p^ 阶 群 是 非 正 则 的 . 显然 , 交换 p 群 是 正则 的 . 
可 以 证 明 : AFERA 2 的 p 群 , 奇数 阶 亚 循环 p 群 等 都 是 正则 的 . 另 一 方面 , 正则 
2 群 是 交换 的 . 对 p2, 类 似 于 交换 p HE, 正则 p 群 也 有 基底 、 型 不 变量 的 概念 及 
相应 性 质 等 . 再 者 , 正则 p 群 的 子 群 、 商 群 也 是 正则 的 . 因而 从 某 种 意义 上 讲 , 正则 
p 群 是 “接近 ”交换 p 群 的 一 个 比较 大 的 且 性 质 较 好 的 群 类 . 

下 面 介绍 正则 性 的 某 些 经 典 结果 . 

定理 1.11.4 ik G 是 有 限 p 8E. 

(1) # c(G) < p, I G 正则. 

(2)  |G| € p’, A) G ER. 

(3) # p>2 且 G' 循环 , 则 G 正则 . 特别 地 , 亚 循环 p 群 正则 . 

(4) Æ exp(G) = p, 则 G 正则 . 

(5) 2$ Gp-1 MR, 则 G 正则 . 

定理 1.11.5 设 G 是 有 限 正 则 p f, s 为 正 整 数 . 则 ， 

(1) Gp+1 & ®(G); 

(2) |G/0,(G)| = 15s(G)| 

(3) 0,(G) = O14s} (G); 

(4) 对 于 任意 的 a,b EG, a” =b" 4 B4x 35 (a7! b) —1, 由 此 有 


NQ (G) s: (5) (G); 


(5) 对 于 任意 的 a,b EG, [am , b] 2 1 4 [a,b]? = 

定理 1.11.6 it G 是 有 限 p 8f, exp(G) — p*. 则 G 正则 当 且 仅 当 Gx C 的 
每 个 方 次 数 为 p? 的 截 段 正则 , 其 中 C Cpe. 

第 二 个 重要 的 p 群 类 , 即 极 大 类 p 群 (p-groups of maximal class). 继 Hall 之 后 ， 
Blackburn 于 20 世纪 五 六 十 年 代 在 他 的 两 篇 重要 论文 [42], [43] 中 系统 地 研究 了 极 
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大 类 p HE. 得 到 了 大 量 基础 性 的 重要 结果 . H Blackburn 之 后 , 极 大 类 p 群 得 到 众多 
研究 者 的 重视 . Miech 做 了 大 量 的 工作 , 特别 值得 提出 的 是 , 他 对 亚 交 换 极 大 类 p E 
进行 了 分 类 . 他 的 主要 文章 有 [116] 一 [118], [120], [121]. Leedham-Green 和 McKay 
的 系列 文章 [88] 一 [91] 也 对 极 大 类 p 群 作 了 十 分 系统 的 研究 . 进入 20 世纪 90 年 
代 以 后 , 以 Vera-López 和 Fernández-Alcober 为 代表 的 西班牙 数学 家 做 了 大 量 的 工 
VE. 他 们 对 于 极 大 类 p 群 的 共 斩 类 数 、 坟 结构 和 换 位 子 结构 、 交 换 度 的 下 界 等 作 了 
系统 的 研究 , 得 到 了 很 多 有 价值 的 结果 . 他 们 的 代表 性 文章 可 见 [63], [160]—[169]. 
Janko’! 分 类 了 任意 两 个 非 交换 元 生成 极 大 类 2 群 ， 还 有 不 少 文章 研究 极 大 类 p 
群 的 自 同 构 群 、 表 示 , 特别 是 模 表示 , 以 及 Sylow p 子 群 是 极 大 类 p 群 的 有 限 群 的 性 
MF. 

首先 我 们 回顾 一 下 极 大 类 p 群 的 定义 . 

定义 1.11.7 ik G A p" Br8E, n 2 3. 我 们 称 群 G 为 极 大 类 p, de X G 的 
REZ c(G)—n- 1. | 

对 于 极 大 类 p E G, 它 的 最 基本 的 性 质 是 如 下 定理 . 

定理 1.11.8 4G Ap 阶 极 大 类 群 ， 则 

(1) |G/G"| « p^, G' = ®(G) E d(G) = 

(2) |Gi/Gis1] = p, i = 2,3, ,n— 1; 

(3) 3} i > 2, Gi 是 G 中 唯一 的 pri 阶 正 规 子 群 

(4) € N 3G, |G/N| 2 p?, NW] G/N 亦 为 极 大 类 p 群 ; 

(5) 对 牙 0 i€n-—1,78 Zi(G) = Gni- 

(6) i p»2,n»3. N G 中 不 存在 p? MARERE. 

(7) g n &pc 1, Qj €(G) e G/Z(G) 均 为 方 次 数 为 p 的 群 . 

由 此 可 见 , 极 大 类 p 群 最 明显 的 两 个 特征 是 : 导 群 最 大 , 正规 子 群 最 少 , 从 某 
种 意义 上 讲 , 极 大 类 p 群 是 “远离 ”交换 p 群 的 一 个 比较 大 的 群 类 . 另 一 方面 , € 
在 p 群 中 的 地 位 类 似 于 单 群 在 有 限 群 中 的 地 位 . 

极 大 类 p 群 的 一 个 经 典 结果 是 如 下 定理 . 

EH 1.11.9 (1) 有 限 2 Æ G 是 极 大 类 的 当 且 仅 当 |G :G'|= 4. 

(2) E G 是 奇数 阶 非 交 换 p 群 且 G 有 交换 极 大 子 群 . 则 G 是 极 大 类 p 群 当 且 
仅 当 |G: G'| = p? 

极 大 类 2 群 已 被 分 类 . 它们 分 别 是 二 面体 群 Don、 广 义 四 元 数 群 Qon、 半 二 面 
体 群 SDan. 为 了 进一步 研究 奇数 阶 的 极 大 类 p HE, 我 们 给 出 极 大 类 p 群 的 进一步 
的 性 质 . 

BE n4 $ 

G»G' =Q > Qz >> G,—1 
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为 G 的 下 中 心 群 列 . 对 于 ;= 2,3, ,n 2, 称 Ca(Gi;/Gi42) 为 G 的 二 步 中 心 化 
子 群 . 

定理 1.11.10 设 G 为 p^ 阶 极 大 类 群 , n 2 4. M G 的 二 步 中 心 化 子 群 
CG(Gi/Gi+2) 是 G 的 极 大 子 群 ,并且 都 是 G 的 特征 子 群 . 

在 二 步 中 心 化 子 群 中 , Gi = Ca(G2/G4) 起 着 重要 的 作用 . 我 们 称 其 为 极 大 类 
p 群 G 的 基本 子 群 . 基本 子 群 为 交换 群 的 极 大 类 p 群 被 Blackburn 在 [42] 中 分 类 . 

定理 1.11.11 设 p 是 奇 素数 , G 是 阶 为 p"( 其 中 >>4) 的 有 交换 极 大 子 群 的 
极 大 类 p 群 . 则 G 为 下 列 三 类 群 之 一 . 


(1) G = (nsa ,sp vb |P = Ls = 
gp = = 
sipas 0... gr Go 9) de A= (y spes pci) NÌ G = Ax (9). Z(G) = (sp 

(2) G= (s152, ,85 1,0 | P = sp ,sD — s me m. = sp I 
a ;Q1,[ss]-1, Vig Aa 5535) 8265,-^ Ban = E 

I—p,.—P -(2). uta) 
$5,—181 $2 5m ). 

记 A = (81,82,*:: ,sp 1), A) G 为 4 的 p 阶 循环 扩张 . Z(G) = (sp” ). 

£3) G = (31:32; * ,85.1,05,0 | DP = 1 SP ex sD =^ m P PM LLLI. 
sb. = hlna] = Vig i — 


p p u T » 
2 e, gs a 2 a. i 2 ,0QP = 84 -G, ;, 85148 bp bt = bsj,s$-s5k 其 中 


LJ dp, 不 同 的 参数 于 和 6 AHE AERA i B i oe E Ak DET M p 与 6 同 
余 . AA n-2-(p-1)(e—1)- r, 故 这 类 群 共有 (n-2,p-1) = (7,p 一 1) 个 互 不 

极 大 类 p 群 的 基本 子 群 有 如 下 性 质 . 

定理 1.11.12 ([74] 中 的 第 III 章 定理 14.6(b) 和 14.22) ik G 是 极 大 类 p 群 . 
IG| 2 p^, $FP n2 p-2. 则 [G1 :O1(G1)| = 2 一 ,并 且 除 G1 外 , G 的 其 他 极 大 子 
群 都 是 极 大 类 的 . 

由 以 上 定理 可 知 , G1 是 极 大 类 3 EG 的 唯一 的 二 步 中 心 化 子 群 , |G1: 51(G1)|= 
32. 再 由 [41] 中 的 定理 2.6 可 知 , G1 是 亚 循环 群 , 从 而 G' 为 G 的 循环 正规 子 群 . 
最 后 , 由 定理 1.11.8 可 知 |G1| = 3. 因此 , G1 是 交换 群 或 者 是 内 交换 群 . G1 交换 的 
情形 已 由 定理 1.11.11 给 出 . 为 方便 起 见 , 我 们 再 把 它们 具体 写 出 来 . 

定理 1.11.13 ik G 为 极 大 类 3 群 . X G1 交换 , 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 
2-—. 

(1) |G| 2 32e*1, X» e2 2. 

(1a) (s1,52,8 | 31° — s3*' = 8? — 1, [s1, 8] = 52, [2,8] = 82^ 351 5, [1, $2] = 1). 
此 时 Gi = (531,52), 对 于 gEG\G1 有 gg — 1. 
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(1b) (1,52, 8 | 813° =82% =1, 83 — 3" , [s1, 8] = 82, [82,8] = 82788173, [81,82] = 
1). 此 时 G4 = (81, 82), NT gE NGA (g Sy (al e 

(1c) (51,52,0,0.| 8s13 =s23 = 83 —1,03— 51738971849 ; [0648] 9 s1, [81,8] = 
82, [82,0] = 82735173, [81,0] = [81,52] = 1). 此 时 G4 = (o, 51). 

(2) |G|.— 8*5, 3E LT e 22. 

(2a) (s1, 82, 8 | 513 =823 7 = = 1, [81,8] — 2, [S2, 8] = 5273519, [s1, 52] = 1). 
此 时 Gi = (51,52), 对 于 gEG\G1 有 0 — 1. 

(2b) (s1,53,0 | s13 = s23 = 1,89 = s [51,8] = s2, [53,0] = 52738173, 
[1,52] = 1). 此 时 G = (51,52), 对 于 gE GNG; 有 (g?) = (s Ao 

(2c) (34,859,0,0 | 81 = s = B = 1,0952 &- 38371833" [o, p] 
81, [81,8] = 82, [S2, 8] = 82738173, [s1, a] = [81,52] = 1) 其 中 v= 1,2. 此 时 G1 
(a, s1, 52). 2: e>2 X, v —2, I] Gi = (a, s1). 

二 步 中 心 化 子 群 G1 不 交换 的 极 大 类 3 群 的 分 类 定理 如 下 . 

定理 1.11.14 ik G 是 阶 为 3" (AP n25) 的 极 大 类 3 群 , 并 设 G1 不 交换 . 
则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) n 为 偶数 2e 时 ，G = d $1,852 | s = s" = 1,89 = s83% [g,, s] = 
s2 [s23] = 51253 3, [sz si] = s] ), XP 0—0,1,2; 

(2) n 为 奇数 2e 十 1 时 , G = (s,s1,52 | 53 = s3% = 1,59 = 953” jsi, s] = 
82, [82,5] = 512527, [s2, 51] = sd" ^), 其 中 5 =0,1,2. 

EB, 当 6 取 不 同 值 时 , 所 给 的 群 互 不 同 构 . 

继 正 则 p 群 和 极 大 类 p 群 之 后 , Lubotzky 和 Mann 于 1987 年 在 [107] 中 首先 
EUFRAAT p HF (powerful p-groups). 由 于 它 在 有 限 p 群 和 解析 付 p E 
(analytic prb-p-groups) 的 应 用 价值 而 得 到 了 广泛 的 关注 . 这 方面 的 结果 可 参考 [1], 
[57], [64], [70], [92], [114], [144], [177], [178]. 

定义 1.11.15 #AR p SEG AWF p RE, JJ G' « U1(G) 31 p » 2;G' < 
O»(G) 对 p= 2. 

UA PARES p 群 的 某 些 基 本 结果 . 

定理 1.11.16 设 G 为 d 元 生成 的 奇数 阶 p E. RJ G ES 3S EOS GE d 
个 循环 子 群 的 乘积 . 

定理 1.11.17 设 G 为 d 元 生成 的 2 群 . 若 G RF, 则 G 是 d 个 循环 子 群 的 
乘积 . 其 逆 不 真 . 例如 , M2(2,1,1) 可 以 表 成 二 循环 子 群 的 乘积 , fem TOR. 

定理 1.11.48 设 G 是 二 元 生成 的 p 群 . X p>2, I G 是 辕 导 p 群 当 且 仅 
X G 是 亚 循 环 p 7E X p—2,8)] G 是 知 导 2 和 群 当 且 仅 当 G 是 通常 亚 循 环 p 群 . 

定理 1.11.19 X G EE p E, 则 下 列 结 论 成 立 . 

(1) Oi(0;(G)) = Uiz (G), (G) = Qa (G); 
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(2 ) [O;(G G)| = - Oi ;(G 

(3) 2€ p» a Lis iz : t (G)| = |G : U:(G)|; 

(4) Æ exp(G) = p* ?), 则 c(G) < e(G); 

(5) # H <G, 则 d(H) « d(G). 

类 似 于 Caley 定理 , 下 面 的 定理 说 明 震 导 p 群 在 p 群 理论 中 的 重要 性 . 

定理 1.11.20 ” 任 一 有 限 p 群 都 同 构 于 某 个 辕 导 卫 群 的 蕉 段 . 

上 面 我 们 介绍 的 三 类 p 群 , 即 正 则 p 群 、 极 大 类 p HARF p RE, 是 近代 有 限 p 
群 的 主要 研究 对 象 . 而 其 主要 研究 内 容 是 它们 的 窘 结构 、 算 术 结 构 和 正规 结构 (或 
换 位 子 结构 ). 其 他 方面 的 内 容 还 有 p 群 的 自 同 构 、 特征 标 及 表示 等 . 简单 来 说 : 有 
Wi p 群 G ORARI, 一 般 就 是 研究 G 的 上 、 下 寡 群 列 中 诸 项 之 间 的 关系 以 及 宕 映 
射 的 性 质 等 . 例如 , 者 G 是 有 限 正则 p Ef, 则 O,(G) = Ug} (G), 0s(G) = Qts(G). 
这 方面 的 主要 成 果 可 参看 [45], [110], [113], [171], [182], [185], [188] 等 . 这 方面 的 专 
闭 可 参看 徐 明 曜 和 曲 海 鹏 合 著 的 有 限 p SE [194] 中 的 第 九 章 以 及 [92]. ; 

有 限 p 群 G 的 算术 结构 , 一 般 来 说 , 就 是 研究 G 的 算术 不 变量 之 间 的 关系 、 计 
数 问题 等 . 例如 , 段 学 复 L159 给 出 的 一 个 经 典 结果 是 : 若 有 限 p 群 G 有 一 个 交换 
极 大 子 群 , 则 |G| = »IG'||Z(G)|. 这 方面 的 主要 成 果 可 参看 (2), [28]-[31], [62], [67], 
[118], [138], [142], [155], [210], [211], [213] 等 . 

AR p 群 G 的 正规 结构 , 一 般 来 说 , 就 是 由 G 的 子 群 的 某 些 性 质 , 如 交换 性 、 
正规 性 以 及 与 曙 零 类 、 生 成 元 相关 的 性 质 研 究 G 的 性 质 和 分 类 等 问题 . 两 个 经 典 
的 结果 是 : 内 交换 p 群 的 分 类 和 具有 一 个 循环 极 大 子 群 的 p 群 的 分 类 . 这 方面 的 
结果 非常 丰富 , 在 此 不 再 著述 . 读者 可 参看 这 方面 的 专著 [33]-[35], [37], [38], [194]. 

我 国 数学 家 早期 曾 在 p 群 的 豁 结构 、 算 术 结 构 和 正规 结构 方面 均 做 过 研究 工 
作 并 取得 了 很 好 的 结果 . 近年 来 , 我 国 数学 家 对 有 限 p 群 的 研究 主要 集中 在 有 限 p 
群 的 正规 结构 和 算术 结构 以 及 自 同 构 方面 . 在 p 群 茵 结构 方面 的 工作 几乎 停滞 了 . 
本 书 主要 介绍 我 国 数学 家 在 有 限 p 群 的 正规 结构 和 算术 结构 等 方面 的 主要 成 果 . 

最 后 要 说 明 的 是 , 我 国 数学 家 在 p 群 的 自 同 构 领 域 也 作出 了 丰富 的 成 果 . 目 20 
世纪 80 年 代 开 始 , 对 p 群 的 自 同 构 群 开展 研究 的 主要 是 俞 曙 霞 、 李 世 荣 、 班 桂 宁 、 
陈 贵 云 等 学 者 , 见 文献 [10] 一 [20], [52], [87], [95], [172], [199] 一 [203]. 21 世纪 以 来 , 张 
继 平 、 刘 合 国 、 马 玉 杰 及 他 们 的 学 生 王 玉 雷 、 徐 行 忠 、 廖 军 、 周 芳 等 对 自 同 构 群 作 
了 深入 的 研究 , 见 文献 [96] 一 [105], [173] 一 [175], [196], [197], [216]. 近年 来 , 安立 坚 
等 开始 研究 有 限 p 群 的 Chermak-Delgado 格 , 也 取得 了 一 些 成 果 , 见 [4], [5]. 由 于 
本 书 内 容 所 限 , 他 们 的 成 果 未 作 介绍 . 
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群 扩张 是 由 较 小 的 群 构造 较 大 的 群 的 一 种 方法 . 对 于 有 限 p 群 来 说 , 由 于 它 的 
合成 因子 与 主因 子 都 是 p 阶 循环 群 , 所 以 理论 上 只 用 循环 扩张 就 可 以 得 到 所 有 的 
ARR p Sf. 又 因为 有 限 p 群 的 中 心 总 是 非 平凡 的 , 只 用 中 心 扩张 也 可 以 得 到 所 有 的 
AR p E. 因而 这 两 种 方法 是 研究 有 限 p 群 构造 的 基本 方法 . 本 章 详细 介绍 有 限 p 
群 的 循环 扩张 和 中 心 扩张 . 为 了 使 读者 熟悉 和 掌握 这 两 种 方法 , 我 们 运用 这 两 种 方 
法 重新 分 类 了 pt BERE. | 


2.1 循环 扩张 理论 


本 节 主 要 介绍 循环 扩张 的 基本 理论 . 所 得 结论 不 仅仅 限于 有 限 p 群 , 对 有 限 群 
也 是 成 立 的 ， 

定义 2.1.1 KE GAR N 被 群 F 的 扩张 , de XX N 是 G 的 正规 子 群 ,并 且 
G/N SF. 车 下 是 一 个 m 阶 循环 群 , 则 这 时 的 扩张 叫做 N 的 m 次 循环 扩张 . E 
N < Z(G), 则 这 时 的 扩张 叫做 中 心 扩 张 . 

设 G ÆN 的 m 次 循环 扩张 . 因为 G/N 是 m 阶 群 , 所 以 有 bm e N, 其 中 
G/N = (bN). 又 因为 N 3G, 所 以 诱导 出 N 的 一 个 自 同 构 v. BF o” eN, # 
E a EN 使 得 b" =a. 显然, b-!ab — a. 所 以 有 


| d =m 了 -iuu), (2.1) 


其 中 (a) 表示 由 a 诱导 的 N 的 内 自 同 构 . 反 过 来 , 假定 存在 ce N fl 7 € Aut(G) 
满足 (2.1) A, WS G = {(g',n) 10<igm 一 1,neN} (只 看 成 符号 的 集合 ). 如 下 
规定 G 的 乘法 : 


(giti n n’), i+j <m, 


— ! 2.2 
(om an™ n’), i-4j >m. ( ) 


(gti) (g^, m") — | 
则 G 对 上 述 乘法 组 成 一 个 群 ， 有 正规 子 群 N = ((g5,n) | n e N} S N, 并且 
G/N S Cm (验证 均 从 略 ). 我 们 把 上 面 叙 述 的 事实 写成 一 个 定理 . 
EH 2.1.2 设 N 是 群 , F — (g) 是 mm 阶 循 环 群 . 又 设 aE N,r € Aut(N), a 
与 了 满足 (2.1) X. 则 集合 G= {(g',n) |0<igm 一 1,n EN} 对 于 由 (22) 式 定 
义 的 乘法 组 成 一 个 群 . G 是 N 被 循环 群 F S Om 的 扩张 . 
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对 于 N 是 有 限 群 的 情形 , 为 了 使 用 方便 , 经 常 将 定理 2.1.2 中 的 群 G 用 生成 
元 和 定义 关系 组 写 出 来 , 即 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.1.3 ik N 是 有 限 群 ， N= (ni no, ex ny) .H. 


V -—lifim,no,-:-,n)-21]líeI) 
为 入 的 一 个 定义 关系 组 . XacN,rcAut(N), a 5 7 满足 (2.1) X, 则 
G = (ni na, nr b) 
È N 8) m 次 循环 扩张 , 其 中 G 的 定义 关系 组 为 | 
V U {b nib = n7, b" =a |i € I}. 


定理 2.1.2 给 出 了 决定 群 N 的 所 有 循环 扩张 的 方法 . 但 对 于 不 同 的 a,7 确定 
的 扩张 何 时 同 构 的 问题 并 没有 回答 . 下 面 的 命题 说 明 由 与 T 共 辆 的 N 的 自 同 构 
c rg 和 元 素 a^ 得 到 的 循环 扩张 与 由 a,7 确定 的 扩张 是 同 构 的 ， 

命题 2.1.4 ”如 定理 2.1.2, 设 G 是 NN 的 m 次 循环 扩张 ,由 满足 (2.1) 式 的 
aEN 和 TEAut(N) 得到. Hi n =o tro 是 Aut(N) 中 与 了 X489 EH, N 
a =a K 7, 满足 (2.1) A, 并 且 由 al fe rn 得 到 的 80 m 次 循环 扩张 G1 与 G 
[s] 44. 

证 明 ”作为 集合 也 有 Gi —((gn)l0€icm-1,ne N}, 其 乘法 定义 为 


(giti, nin’), i+j<m, 


cs ! 2.3 
(gitim anin’), ij 2m, n 


(g',n)- (gn) = | 
规定 映射 f:G — Gi: (gn) (gn). JJ f d& G 到 Gi 的 同 构 . 只 需 验 证 了 保 
持 乘 法 运算 . 因为 对 i 二 7 <m 有 
(g', n*) (gf n'*) = (g^? nin!) = (gti nan) = (gi, (n^ nf)?), 
mX i +j >m, A 
(9, n") (gn — (gH a nin) = (gti, an nY), 


结合 (2.2) XX, 可 以 看 出 f 保持 运算 . 口 
循环 群 被 循环 群 的 扩张 是 特殊 的 循环 扩张 . 我 们 引入 亚 循环 群 的 概念 , 
定义 2.1.5 ” 称 G 为 亚 循 环 群 , 如 果 G 有 循环 正规 子 群 N, 使 商 群 G/N 也 是 
循环 群 , 即 亚 循环 群 为 循环 群 被 循环 群 的 扩张 . 
下 面 的 Holder 定理 确定 了 有 限 亚 循环 群 的 构造 . 


2.1 循环 扩张 理论 . 35， 


定理 2.1.6 i n,m >2 为 正 整数 , G & n 阶 循环 群 N 被 m WRR F H 
扩张 . 则 G 有 如 下 定义 关系 


G= (x,y), z*^-1, y% =r, Ylry=w", (2.4) 


其 中 参数 nm, tr 满足 关系 式 | 
r" 三 1 (mod mn), t(r— 1) z 0 (mod n). (2.5) 


反之 , 对 每 组 满足 (2.5) 式 的 参数 n,m,t,7, (2.4) 式 都 确定 一 个 n 阶 循环 群 被 m 阶 
循环 群 的 扩张 . 

证 明 设 OG 是 一 个 这 样 的 扩张 ，N = l), 其 中 om = 1 则 存在 ae N 和 
r € Aut(G) 满足 (2.1) 3X. $ 


a=r, tT: T. 


H 7" = o(a) T r" = 1 (mod n). 由 x" = x 可 推出 t(r — 1) = 0 (mod n). 故 
(2.5) 式 成 立 . 由 定理 2.1.3 可 得 G 的 定义 关系 (2.4) XX. 口 

下 面 举例 说 明 如 何 利用 循环 扩张 理论 来 解决 比较 简单 的 群 的 分 类 问题 . 

例 2.1.7 列 出 所 有 的 8 HE. 

解 ” 首 先 , 由 交换 群 分 解 定理 ,8 阶 交 换 群 只 有 三 种 类 型 , 即 Cs, C4 x C A 
Ca x C2 x Co. 故 以 下 可 假定 群 G 非 交 换 . 如 果 G 中 所 有 非 单位 元 都 是 2 阶 的 , 则 
G 是 交换 群 . 于 是 G 中 存在 4 阶 元 . 又 , 如 果 G 有 8 阶 元 , 则 G 循环 , 亦 交 换 , 故 
G 没有 8 阶 元 . 

ER G 的 一 个 4 阶 元 a. 它 生 成 的 子 群 A 是 G 的 极 大 子 群 , 由 定理 1.6.3 (2), 
AxG, 且 商 群 G/A 是 2 阶 循环 群 , 于 是 G 是 亚 循 环 群 . 由 定理 2.1.6, 

| 


G = (a,b | a* = 1,0? = 72,b Tab = a^), 
其 中 参数 tr 满足 关系 式 
r?-](mod4), t(r— 1) 2 0 (mod 4). (2.6) 


因为 只 考虑 非 交 换 群 , 所 以 7 = —1. Bi (2.6) 可 得 2| t. 当 t= 0 时, G 有 定义 
关系 : 
G = (a,b | a = b? = 1,b7tab = a7). 


这 时 G 是 8 阶 二 面体 群 . 当 上 = 2 时 , G 有 定义 关系 : 
G = (a,b | a* = 1,0? = a?,b tab =at}. 


这 时 G 是 8 阶 四 元 数 群 . 口 
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2.2 p 群 的 循环 扩张 


由 定理 2.1.2 和 命题 2.1.4 可 知 , 对 N 作 循 环 扩张 时 , 需要 考虑 N 的 自 同 构 群 
的 共 辆 类 . 但 是 在 实际 中 , 我 们 作 循 环 扩张 时 往往 是 从 确定 定理 2.1.3 中 的 定义 关 
RAAF. 对 于 有 限 p 群 的 循环 扩张 尤其 是 这 样 . 由 定理 2.1.3 可 知 , 要 确定 NN 的 m 
次 循环 扩张 G = (N, b), 只 需要 确定 b nib 和 o 的 值 , 其 中 N = (ni,nz,… m). 
而 确定 b7!nb 的 值 等 价 于 确定 [ni b] = n; b^ nib 的 值 . 进行 有 限 p 群 的 循环 扩 
张 时 , 下 面 的 简单 定理 发 挥 着 重要 的 作用 , 可 以 有 效 地 帮助 我 们 判断 [ni b) 的 取 值 
范围 . 
定理 2.2.1 GAAR p 9E, M 入 都 是 G —— " : N| = p. 
则 对 于 任意 的 gEG 和 me M, 有 [m,g| EN. 

证 明 ”由 对 应 定理 可 知 M/N 是 G/N 的 p 阶 正规 子 群 ， 由 定理 1.6.1(2) 可 
Al, M/N < Z(G/N)， 故 对 于 任意 的 geG 和 me€ M 有 [mN,gN] = N. 所 以 
[m, g] € N. 口 

E GÆ N 的 循环 扩张 , WN 的 特征 子 群 一 定 是 G 的 正规 子 群 . 在 进行 有 限 
p 群 的 循环 扩张 时 , 我 们 应 当 尽 可 能 多 地 寻找 到 ON 的 特征 子 群 . 这 样 就 可 以 尽量 多 
地 应 用 定理 2.2.1 来 确定 所 需 换 位 子 的 取 值 范围 : 以 下 举例 说 明 . 

例 2.2.2 设 G 是 Ds 的 2 次 循环 扩张 . 则 G 是 下 列 群 之 一 . 

(1) 二 面体 群 : G = (a,b | aè — 1, b — 1, [a,b] = a ?); 

(2) 半 二 面体 群 : G = (a,b | aP = 1, b? — 1, [a,b] = a?); 

(3) G S Ds x C5; 

(4) G = (a,b,c | a* = b? = 1, c? = a?, [a,b] = a?,[a, c] = [b,c] = 1)(& Da * C4 S 
Qs * C4). 

解 ” 设 G=(N,z) 是 NN 的 2 次 循环 扩张 , 其 中 


N = (a,b | a* = b? = 1, [a,b] = a?) Ds. 


由 于 N' = (a?) char N, X N' 4G. 由 于 4= (a) 是 NN 的 唯一 的 循环 极 大 子 群 , 所 
以 A char N. 进一步 也 有 AG. 现在 得 到 一 个 G 的 主 群 列 : 


G»N»A»VN'»1. 
由 定理 2.2.1, 有 [b,x] € A, [a,x] € N' 和 [a?, a] — 1. 从 而 可 以 设 
[a,x] =a”,  [b, z] — a?. 


计算 可 得 [a, 27] = [a, z]?[a, £, z] = 1, 所 以 可 设 r? = ak. 
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若 [a,x] = a?, 则 [a, xb] = 1. 所 以 不 妨 设 [a,z] = 1 (必要 时 用 zb 来 替换 zx, 为 
什么 ?). 此 时 , 我 们 可 用 两 种 方法 来 计算 [b, z?]. 一 种 方法 是 
[b, z?] = [b, x]? [b z, z] = a”. (2.7) 
男 一 种 方法 是 
[b, z^] = [b, a^] = a?*. (2.8) 


由 (2.7) 和 (2.8) 式 可 得 j = k (mod 2). 
E jk 均 为 奇数 , DI r? = aE r = a3, 则 用 za 替换 zx 或 者 用 a3 代替 
a). Æ [b,x] — a, W 


G = (x,b | z? = b? = 1, [z, b] = 27°). 
此 时 G 是 本 定理 中 的 (1) 型 群 . 若 [b,x] = a?, 则 
G = (z,b | z? =b? = 1, [r, 0] = z?). 


此 时 G 是 本 定理 中 的 (2) 型 群 . 

车 jk 均 为 偶数 , 不 妨 设 [b,xz] = 1( 若 [b,£] = a?, WH za 替换 a). 若 a? = 1, 
NJ G = (a,b) x (x) 是 本 定理 中 的 (3) 型 群 . 车 z2 = a?, Wl] G = (a,b)* (z). G 是 本 
定理 中 的 (4) 型 群 . 口 


2.3 p 群 的 中 心 扩张 


本 节 我 们 介绍 利用 中 心 扩 张 来 构造 有 限 p 群 的 方法 . 由 于 p 群 的 中 心 非 平凡 ， 
所 以 中 心 扩 张 在 有 限 p 群 的 研究 中 是 常见 的 并 且 是 重要 的 . 由 中 心 扩 张 的 定义 , 下 
面 的 定理 是 显然 的 . 

定理 2.3.1 设 G,N,F XE, 其 中 


N = {nn Ns | n? — 1, Wu nmkszi,ié)7e€2851d4$jJ«hk&ss, 
F = (By, as ir | fi(21,22,*:« ,2,) — 1, 1$ & 15). 
若 存 在 Ni < Z(G) 使 得 NL & N B. G/N, SF, 则 存在 数组 B;;, 其 中 
IXSi&m, l&£j&s, lg 


使 得 
G = G(Bi;) 一 (a1, Q2,* ar; bi, b2,- T 
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具有 以 下 定义 关系 : 
filar, az,- ,ar) = bie bo... pP l<i<m, 


b —1, [bb]-1l, 1«j&s 1xj«kss, 


Bnbl-1, SFS I€Isf 


其 中 Ni = (b1,b2,:… ,bs). 

定理 2.3.1 的 逆 是 不 对 的 . 任意 给 定 一 个 数组 biy, 定理 中 Ni 不 一 定 与 N 同 构 . 
例如 , 当 F = (rj,22) S Qs H N = (n) S C; 时 , 令 G= (a azn) 满 愉 如 下 定义 
关系 组 : i 


n? = ], [n, a1] = [n, a3] = 1, aj =, a2 一 di, [21,33] = ai. 


则 G 仍然 与 Qs 同 构 . ( 为 什么 ?) 

下 面 我 们 仍然 是 用 例子 来 说 明 中 心 扩 张 的 方法 . 

例 2.3.2 确定 所 有 的 p 阶 群 , 其 中 也 为 奇 素数 . 

解 ” 首先, 由 交换 群 分 解 定理 , p? 阶 交换 群 只 有 三 种 类 型 , 即 Cs, C,» x Cp 和 
Cp x Cp x Cp. 故 以 下 可 假定 该 群 G 非 交 换 . 

任 取 p WERTE N, WA |G/N| = p?, G/N 是 交换 群 , 得 N > G'， 但 
G' 4 1, WYE N = G', 并 且 G' < Z(G). 车 G/N 循环 , 可 设 G/N = (aN). 
此 时 G = (a, N) = (a), 5 G 非 交换 矛盾 . 从 而 G/N 为 p? 阶 初 等 交换 群 ， 设 
G/N = (aN,bN). W) aP N — N BPN =N. FR N = (x), W G= (a,b) 满足 以 下 
关系 : 

z?—1, a =r, b -—z, [ab]-—z^, [r,a] — [z, b] = 1. 

由 于 G 非 交 换 , 所 以 (k, p) = 1. 通过 适当 的 替换 , 不 妨 设 [a,b| = x. 

以 下 分 为 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 G 中 有 p? 阶 元 素 . 

此 时 (ip) =1 或 (j,p)=1. 

不 妨 设 (i,p) = 1. H v SH b TI [a, b] -aP A b = atr. 再 用 ba? 替换 b 得 


G = (a,b | a” = b? = 1, [a,b] = aP). (2.9) 


情形 2 GPE 22 阶 元 素 . 
此 时 i|p 且 j|p. 于 是 


G (a,b |d sF = = o, b| m, Ir, al — [mb] 5 D. (2.10) 
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下 面 验证 由 (2.9) AM (2.10) 式 给 出 的 群 是 ps 阶 群 . 

在 (2.9) RF, W N = la | a” — 1) Ñ r: am att, W 7? = wp(1)， 由 定理 
2.1.3 HJ AU, G 是 N WI p 次 循环 扩张 . 从 而 G 为 p? 阶 群 . 

在 (2.10) ÅF, RUN = (a, | a? = z? = 1,[a,z] = 1) 和 7:arazzryz Dil 
T? = (1). 由 定理 2.1.3 可 知 , G 是 N 的 也 次 循环 扩张 . 从 而 G 为 p? 阶 群 . 

由 于 这 两 个 群 的 方 次 数 不 同 , 所 以 它们 显然 是 互 不 同 构 的 . 口 

注 2.3.3 在 例 2.3.2 中 , (2.10) 式 中 保留 了 关系 [ra] = [rb] 2 1. 而 (2.9) X 
中 则 去 挤 了 关系 [a?,b| — 1. 这 说 明 做 中 心 扩 张 时 , 最 终 也 需要 利用 循环 扩张 理论 
来 判断 最 终 的 结果 是 否 正 确 . 但 是 , 中 心 扩张 确实 可 以 起 到 简化 运算 的 作用 ， 

下 面 我 们 来 决定 M,(1,1,1) 的 p 次 中 心 扩 张 . 

定理 2.3.4 设 p> 2. 若 有 限 p Æ G 存在 p 阶 正规 子 群 N 使 得 G/N = 
Mp(1,1,1). 则 G 是 下 列 群 之 一 . 
(1) My(2, 1, 1); 
(2) Mp(1,1,1) x Cy; 
(3) (a,b | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = a”); 

(4) (a,b | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c,b] = a"P), X v 为 模 p 平 
方 非 剩余 ; 

(5) (a,b | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = a, [c, b] = 1); 

(8) (a, b| a? = c? = 1, 59 = a?, [a b] — c, laad] — 1, leb — a^ 9); 

(6) (a,b | aP = b? = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = d), Kv p» 3. 

证 明 W N = (z), G/N = (a,b,c) & My(1,1,1) KP [a5 2 e M] G = 
(a, b, c, x) 满 年 以 下 关系 : 

} 


g” = 1,a? = t, b? = Í, @ = x, [a,b] = cx", [c, a] = x°, [c 6] = zt, [x,a] = [z, b] — 1. 


由 徐 公式 计算 可 得 
[a?, 5] = [a, bP |a, b, a] (9) = cp， 


由 于 a? = rt € Z(G), 所 以 c? — 1. 用 ex" 替换 c, 我 们 可 得 [a,b] = c. 以 下 分 两 种 

情形 1  [ca|— [c5] — 1. 

此 时 |G" = p. Æ a? Z 18H, b? #1, ll] x € e(G). Am G= (a,b). HE 
JE 1.7.7 可 知 , G 是 内 交换 群 . 再 由 定理 1.7.10 可 知 G 是 本 定理 中 的 (1) 型 群 . 若 
a? = b? = 1, W G = (a,b) x (z) 是 本 定理 中 的 (2) 型 群 . 

情形 2 [ca] Z 1 XX [c, 0] 1. 
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此 时 G 是 极 大 类 p 群 , G' = (c,z), Z(G) = Ga = (£). 由 N/C 定理 可 知 A = 
Ca(G') 是 G 的 极 大 子 群 . 

(1) A 不 是 初等 交换 的 且 GV A 中 存在 p 阶 元 . 

4 A= (a,c,z), a 为 A 中 的 px 阶 元 ,b 为 GV A 中 的 p 阶 元 . 则 G = (a,b). 
此 时 不 妨 设 z = az. 从 而 G 有 如 下 关系 


a” =P =e =], [a,b] 5 e, leoa] 51, [e,b] =a. 
4 y = b", 其 中 ptv. Be ge [a, b'], 得 到 G = (a, Heh 此 时 G 具有 关系 
b? =P =1, [d,a] =1, [d,o] = at, | 


于 是 G 同 构 于 本 定理 中 的 (3) 或 (4) 型 群 . 

(2) A 不 是 初等 交换 的 且 GV 4 中 不 存在 p 阶 元 . | 

4 A= (a,c,z), a 为 A 中 的 p? 阶 元 ,b A GV A 中 的 元 , 则 G = (a,b). 此 时 
不 妨 设 z =a. 从 而 G 有 如 下 关系 


a” =P= 1, bP =a, [a,b] =c, [ca] =1, [c,b] =a". 


di p» 3, W bai 为 G\ A PH p 阶 元 , 矛盾 . 所 以 此 时 有 p = 3. 不 妨 设 09 = a*. 
车 [c, b] = a?, 则 (ab)? — 1, 矛盾 . 所 以 此 时 有 [eb] = a-3. 于 是 G 同 构 于 本 定理 中 
的 (6) 型 群 . 

(3) A 是 初等 交换 p 群 且 G 中 无 p? 阶 元 . 

此 时 G 同 构 于 本 定理 中 的 (6') WE. Æ p —3, 则 ab 和 ab-! 都 是 9 阶 元 , F 
E. 从 而 p> 3. 

(4) A 是 初等 交换 p HH G 中 有 p? 阶 元 . 

令 A= (b,c,z), a X G PHI p 阶 元 . 则 G — (a,b). 此 时 不 妨 设 z = ar. 从 而 
G 有 如 下 关系 


a =P —g -], [1,5] 2c, [ea] a", [eb] — 1. 


分 别 用 bs 和 [a, bs 替换 b 和 c, 我 们 可 得 [ca] = aP. 取 适 当 的 s' 便 得 到 本 定 
理 中 的 (5) 型 群 . 口 
最 后 , 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 某 些 时 候 中 心 扩 张 得 不 到 所 要 求 的 群 . 
定理 2.3.5 不 存在 这 样 的 有 限 p 群 G, 它 的 一 个 极 大 商 群 为 Qs 且 |G'| = 4. 
证 明 ”假设 存在 这 样 的 G. CA p 阶 正规 子 群 N 使 得 G/N = Qs. X 


N-(z, GIJN = ({ā,b|ā* = 1,0 = a?, [a,b] = a?). 


2.4 p* 阶 群 的 分 类 sa s 


因为 (G/N) = G'N/N = G'/(G' n N) 为 2 Brit, 由 |G'| = 4 可 知 |G' n N| = 2. 
从 而 N «G'. 所 以 G= (a,b). H b = a?z* nfl a? € Z(G). 又 由 a2 g N 以 及 
N < Z(G) 可 得 17(G)| 2 4. X |G| = 2*5, FÆ |Z(G)| = 4 BH. Z(G) = 9(G). 再 由 定 
理 1.7.7 得 |G'| = 2, FJA. 口 


2.4 pt 阶 群 的 分 类 


p* 阶 群 的 分 类 早已 被 人 们 熟知 本 节 我 们 综合 运用 循环 扩张 和 中 心 扩 张 的 方 
法 重新 分 类 pi 阶 群 . 由 在 使 初学 者 熟练 掌握 这 些 方法 . 
定理 2.4.1 设 G X 2* MEE. 则 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(A) 型 不 变量 分 别 为 (24), (23,2), (22,22), (22,2,2) 和 (2,2,2,2) 的 交换 群 . 
(B) 内 交换 群 
(6) M2(3,1) = (a,b | aè = 1, b? = 1, b-lab = attt) (EMRA 3c 3&3); 
(7) M3(2,2) = (a,b | at = b* = 1,b^!ab = a^!) ( 亚 循环 内 交换 群 ); 
(8) Ma(2, 1, 1) = la, b; | a* =b = c? — 1, (a, b] — e, [a e] — [b, c] — 1) (3E 
亚 循 环 内 交换 群 ). 
(C) Ds 或 者 Qs 的 2 次 循环 扩张 : 
(9) 二 面体 群 : (a,b | a — 1, à? — 1, [a,b] = a^?); 
(10) 半 三 面体 群 : (a,b | a9 — 1, 6? — 1, [a,b] — a’); 
(11) 产 文 四 元 数 群 : (a,b | a9 — 1, P = a^, b^!ab — a7; 
(12) Dg x C3; 
(13) Qs x C2; 
"p (a,b,c | at = b? = c? = 1, [a,b] = a?,[a, c] = [b,c] = 1)(& Dg * C4 S 
Qs * C4). 
注 ” 群 (9) 一 (14) 是 A2 E. 
证 明 设 G 是 24 阶 群 . 由 有 限 交 换 p 群 的 分 类 ,得 到 (A). 若 G 是 内 交换 群 ， 
由 定理 1.7.10 可 得 (B). 以 下 可 设 G 有 一 个 真子 群 是 非 交 换 的 . 则 G 是 Ds 或 者 
Qs 的 2 次 循环 扩张 .者 G 是 Ds 的 2 次 循环 扩张 , 则 由 例 2.2.2 可 知 , G 是 (C) 中 
的 (9), (10), (12) 或 者 (14) 型 群 . 以 下 我 们 可 设 G Æ Qs 的 2 次 循环 扩张 . 
设 G=(N,z) Æ N 的 2 次 循环 扩张 , 其 中 


N = (a,b | a* = Eb = [a,b] = a?) & Qs. 


由 于 N' = (a?) char N, 故 N' 3G. 由 定理 1.6.3, N 的 某 个 极 大 子 群 是 G 的 正规 
子 群 . 由 于 a,b 以 及 ab 有 着 相同 的 性 质 , 不 妨 设 4 = (a) 是 G 的 正规 子 群 . 现在 
我 们 得 到 一 个 G 的 主 群 列 : 


-42 第 2 章 有 限 p 群 的 循环 扩张 和 中 心 扩张 


G>N>AÁASN SL 
由 定理 2.2.1, 有 [b,x] € A, [azl € N' 和 [a2,z] = 1. 从 而 我 们 可 以 设 
[az] = a7, [b,x] = oi. 


计算 可 得 [a, z?] = [a, z]?[a, zz] = 1, 所 以 可 设 x? = a*. 
# [a,z] = a?, 则 (a, zb] = 1. 不 妨 设 [a, zx] = 1 (必要 时 用 zb 来 替换 m). 此 时 ， 
我 们 可 用 两 种 方法 来 计算 [b, 27]. 一 种 方法 是 


[b z?] = [b, z]^ [b z, z] = a”. | (2.11) 


男 一 种 方法 是 
[b, z?] = [b, a*] = a”. (2.12) 
由 (2.11) 和 (2.12) 式 可 得 j = k (mod 2). 
E j,k 均 为 奇数 ,不 妨 设 zz = aË r? = a^ WH za 替换 r). 此 时 , 者 
[b, z] = a, 则 
G= (rb| z=.1,b —z^*,[r,b] = z7?). 


此 时 G 是 本 定理 中 的 (11) 型 群 . 若 [b,x] = a?, W 
G = (m b| 23 = 1,0 -z* imb -s. 


计算 可 得 (br) = 1. 从 而 G 与 本 定理 中 的 (10) 型 群 同 构 . 
d j,k 均 为 偶数 , 不 妨 设 [5,z] = (Æ [b,x] = a, WH za 替换 s). 此 时 , Æ 
z? — 1, W G = (a,b) x (x) 是 本 定理 中 的 (13) 型 群 . 者 r? — a?, 则 G = (a,b) + (2). 
此 时 G 是 本 定理 中 的 (14) 型 群 . 
定理 中 的 群 是 互 不 同 构 的 , 其 证 明 可 参看 例 3.1.1. 口 
下 面 考虑 p > 2 的 情况 . 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.4.2 设 p 是 奇 素数 , G 是 p! 阶 群 . 则 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(A) 型 不 变量 分 别 为 (p*), (p*, p), (7^. p°), (p^, p.p) 和 (p, p.p, p) 的 交换 群 
(B) 内 交换 群 : 
(6) My,(3;1) = (a,b | a” —1, b? — 1, blab — alt); 
(7) Mp(2, 2) = (a,b | am = b?" = 1,b7 tab = a't?); 
(8) M (2;1,1) = (a, b;c | aP — pP — cP—], Ia, 5] 2c, la;c] — [D, e] — 1). 
(C) Az 群 : 
(9) Ms(2, 1) x Cy; 
(10) M(1, 1,1) x Cp; 


2.4 p^ 阶 群 的 分 类 TEE 


(11) M,(1, 1, dis = M,(2, 1) * Cos; 
(12) (a,b;c| a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = aP); 
(13) (a,b;c | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = aP), Kp v 3 
某 固定 的 模 p 平方 非 剩余 ; 
(14) la, b;e | a” =b = c? — 1, [0,5] =c fca] =a? [c; b] = 1); 
(15) p —3, (a, b;c | a? — c9 = 10 =a? [n, b] — e, leal — 1, leb 5 ah 39, 
(15) p 2» 3, (a, b.e, d | aP = WwW= = = bl leds 1, [cb] & 
d, d, a] = |d, b] = 1). 
WEBB ”由 交换 群 分 解 定 理 得 到 (A) 中 的 五 个 群 . 以 下 设 G 是 非 交 换 的 . 由 定 
理 1.6.3 (4), G' 中 存在 G 的 p WERTE N. 以 下 对 G/N 分 情况 考虑 . 
情形 1 G/N 为 (p^, p) 型 交换 群 . 
此 时 , G' = N B. d(G) — 2. 由 定理 1.7.7 可 知 G 为 内 交换 群 由 定理 1.7.10 可 
得 (B) 中 的 三 个 群 . 
情形 2 G/N 为 (p,p,p) 型 交换 群 . 
此 时 G'— N H d(G) = 3. 因为 G 不 是 内 交换 的 , 所 以 G 是 Mp(2,1) 或 者 
Mp(1,1,1) 的 p 次 循环 扩张 . 
(1) G 是 M,(2,1) 的 p 次 循环 扩张 . 
it G= (M, x) 是 M I p 次 循环 扩张 , 其 中 


M = (a,b | a” = b = 1, [a,b] = a?) = Mp(2, 1). 
此 时 , N — G' = M' = (aP). 我 们 有 [a,z] € N, [bz] € N 和 a? € N. 从 而 可 设 
j [a,x] 2 a/?, [b,x] =a". 
A a! — atb is, WA [a] = RI [bu] — 1. H ^ HS z, 可 得 
[az] 2-1, [bz] — 1. 


di z? = 1, M G= M x (zx) 是 本 定理 中 的 (9) 型 群 . E zz z 1, 可 设 zz = a’. 此 
时 , 令 a'—a*z-!. MI 


G = (z,a/,b | x". =a” = b? = 1, [a,b] = z?, |z, a/] = |z, b] = 1) 


是 本 定理 中 的 (11) 型 群 . 
(2) G 是 M,(1,1,1) 的 p 次 循环 扩张 . 
= (M,z) Æ M I p 次 循环 扩张 , 其 中 


M —(a,b;c| aP — D? = —1, [n b] cy & MU, 1, 1). 
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此 时 , N = G' = M' = (ec). 我 们 有 [a,z] € N, [b,x] € N 和 zr € N. 从 而 可 设 
[oz] 2c, [br] =c". 
4 z' — a bz, WA [a,2'] 2 181 [b,x] 2 1. 用 z^ 替换 zx, 可 得 
[az] — 1, [bz] — 1. 


E æ —1, Jl] G= M x (z) 是 本 定理 中 的 (10) 型 群 . € ax? #1, RJ G= M * (x) 是 
本 定理 中 的 (11) 型 群 . 

情形 3 G/N 全 M,(2,1). | 

W N = (z), G/N = (a,b) S Mj(2,1), 其 中 Ja, b] = a. 则 G = (a,b, x) 满足 以 
下 关系 : 


z?—1, ap =r, P=r, ad =a [ma] = [m, b] -a. 
计算 可 得 
[aP, b] = [a, b]? = apP ， [a, b?| = [a, b]? [a, b, "l9 =a”. 


由 于 b = zi € Z(G), 所 以 a” — 1. 进而 [a2 b] = 1. 此 时 , |G'| = p. 这 与 N<G 
7. 
情形 4 G/N&M,(1,,1). 
H N < G' 可 知 , |G'| = p?. 由 定理 2.3.4 我 们 得 到 本 定理 中 的 (12) 一 (15) 型 群 . 
定理 中 的 群 是 互 不 同 构 的 , 其 证 明 可 参看 例 3.1.2 和 例 3.2.1. 口 


2.5 ”满足 某 种 性 质 的 p 群 的 一 般 分 类 方法 


我 们 以 P 表示 任 一 群 性 质 , 比如 可 解 、 交 换 、 循 环 等 . 称 群 G 为 POBRE, 如 果 
G 具有 性 质 P. 

定义 2.5.1 设 刀 是 任 一 群 性 质 , 称 P 是 弱 子 群 遗 传 的 , 如 果 由 任 一 群 G 是 
P 群 可 推出 存在 G 的 一 个 极 大 子 群 万 也 是 PP 群 ; 而 称 P 是 弱 商 群 遗 传 的 , 如 果 
由 任 一 群 G 是 只 群 可 推出 存在 G 的 一 个 极 大 商 群 G/N x, P 群 . 

HAR p 群 的 性 质 P 是 弱 子 群 遗传 的 , 我 们 可 以 给 出 分 类 P 群 的 一 般 程序 . 

第 一 步 : 猜测 所 有 P 群 的 集合 S. 这 一 步 可 以 利用 软件 包 Magma REW, 也 
可 先 从 一 个 S 的 子 集合 So 开始 , 将 可 由 So 中 的 群 经 过 p 次 循环 扩张 得 到 的 群 添 
入 so 得 到 S1. 再 每 次 都 将 可 由 S; 中 的 群 经 过 p 次 循环 扩张 得 到 的 群 添 入 S; 得 
到 Sii 当 Sn = S441 时 , 我 们 就 得 到 5S = Sn. 
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第 二 步 : 用 归纳 法 证 明 P 群 的 集合 是 S. W G 是 PEZ BOTTENDDP 是 弱 子 群 
遗传 的 , 存在 G 的 极 大 子 群 H 也 是 P 群 . 由 归纳 假设 , H eS. 从 而 G 是 S 中 茶 
个 群 的 p 次 循环 扩张 . 所 以 我 们 只 需 证 明 S 中 每 个 群 的 p 次 循环 扩张 得 到 的 DP RE 
都 在 S 中 即 可 . 

车 有 限 p 群 的 性 质 P 是 子 群 遗 传 的 , 则 可 用 以 上 程序 分 类 P 群 . 在 第 二 步 证 
明 时 , 充分 利用 好 子 群 遗传 的 性 质 可 使 证 明 过 程 更 简单 . 现 以 定理 2.5.2 为 例 说 明 . 

定理 2.5.2 设 G 是 有 限 Dedekind p 群 . 则 

(1) G 交换 ; 

或 者 

(2) p 2 2 并 且 G Œ Qs x En, F n AF AFH. 

证 明 ”在 这 里 我 们 令 性 质 P 为 “所 有 子 群 都 正规 ". 我 们 要 证 明 P 群 的 集合 
S 中 只 有 本 定理 所 给 出 的 两 种 类 型 的 群 . 

设 G 是 P 群 .我 们 用 归纳 法 证 明 G 是 本 定理 所 给 出 的 两 种 类 型 的 群 之 一 . 由 
于 性 质 P 是 子 群 遗传 的 , G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 P 群 ， 由 归纳 假设 , G 的 每 个 极 
大 子 群 是 本 定理 所 给 出 的 两 种 类 型 的 群 之 一 . 以 下 我 们 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 G 的 每 个 极 大 子 群 是 本 定理 中 的 (1) 型 群 . 

此 时 , G 的 极 大 子 群 都 是 交换 群 , 从 而 -G 是 交换 群 或 者 内 交换 群 . E G 是 交 
换 群 , 则 G 就 是 本 定理 中 的 (1) 型 群 . 以 下 设 G 是 内 交换 群 . 由 定理 1.7.10, G 是 
下 列 群 之 一 . 

(i) Qs;' 

(ii) Mp(n, m) := (a,b | aP” = b?" = 1,a? = a9" ^), n 22, m 2 1 ( 亚 循环 ); 

(iii) Ma(n,m, 1) := (a,b,c | a" = b" = c? = 1, [a,b] = c,[c, a] = [e b] = 1), 
n2z2mzl ( 非 王储 环 ) 

显然 , ÆRE (ii) 和 (ui) 中 , (b) 都 是 非 正 规 子 群 . 故 G 兰 Qs 是 本 定理 中 的 (2) 
«TRE. 

情形 2 FE G 的 一 个 极 大 子 群 是 本 定理 中 的 (2) 型 群 . 

此 时 ,p = 2. W H = la, b) = Qe, AS C2 Ñ M =H x A EGRA 
极 大 子 群 . 任 取 ze G\M, WI G = (M,z). AA G 的 所 有 子 群 都 正规 , 所 以 
G > (a) > (a?) > 1 是 G 的 一 个 正规 群 列 ， 由 定理 2.2.1 可 知 [a,z] € (a?) 和 
[a2,z] = 1. 同 理 可 知 [b,x] € (a2). 设 [a,x] = a” 和 [b,x] = a”. Fd za? b^ TER x WT 
得 [a,z] = [b,x] — 1. 因 G 中 2 阶 子 群 皆 正 规 , 故 2 阶 元 属于 中 心 . 从 而 [Ao] = 1. 
由 于 ze Z(M) m Z(M) % C3", W rt = 1. HF zag Z(G), 故 ra? 721. 因为 
G > (za) > (zza2) > 1 Æ G 的 一 个 正规 群 列 , 由 定理 2.2.1 可 知 Jax, b] € (zza2). 事 
S E, [az, b] = a?. 这 说 明 2? = 1. 此 时 G = H x A x (x) 是 本 定理 中 的 (2) 型 群 . 口 
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类 似 地 , 若 有 限 p 群 的 性 质 P 是 弱 商 群 遗 传 的 , 也 可 利用 中 心 扩张 给 出 分 类 
P 群 的 一 般 程 序 . 下 述 定 理 的 证 明 就 是 应 用 这 个 方法 的 一 个 明证 . 

定理 2.5.3 (Blackburn) 有 限 p 群 G 亚 循 环 当 上 且 仅 当 G/E(G')Gs 亚 循 环 . 

证 明 ”只 需 证 充分 性 .在 这 里 令 性 质 PA *G/e(G')Gs WAA. 要 证 明 P 
群 的 集合 S 就 是 亚 循环 群 的 集合 . 

设 GPS. 用 归纳 法 证 明 G EEA. Æ 9(G")Gs = 1, 则 结论 显然 成 
Xr. 以 下 可 设 8(G')Gs 关 1. W K « B(G')Gs 满足 |K| =p, K aG. WJ G/K W 
足 性 质 P. 由 归纳 假设 可 知 G/K 亚 循环 . 由 定理 2.1.6, G/K = (xK,yK) 有 下 列 
表现 : ! 

(z,g| Z” —1,4" —z", g = gy, | (2.13) 

H n, m, k,l, i EEX, k & n, Ln, pti, k+l >n JE B. (1+ip')?” = 1(mod p"). 
再 设 K = (2), W G-(x,y,z) 满足 以 下 关系 : 


n m k WW 
7-1, zP —-z*, y? = z, =r t z [znsa|-[sy|-1. 


因为 ze B(G')G3, 所 以 G' = (a? ,z). 计算 可 得 
[r,g, 2] — [zip 2", 2] as], 
[r, y, y] = |z” z" y] = [z, y]? = 2*9" e (G^). 

所 以 有 G3 < 9(G^). 从 而 z € (G^)Gs = 9(G^). 这 进一步 得 到 G' = (a? , z)- (a? ). 
此 时 G Æ (x) 被 (y) 的 循环 扩张 , 即 G 也 是 亚 循环 群 . 口 

注 2.5.4 如 果 我 们 要 分 类 的 群 有 明显 的 子 群 ( 商 群 ) 遗 传 的 性 质 , 那么 我 们 会 
自然 地 想到 使 用 循环 (中 心 ) 扩 张 来 解决 问题 . 除 此 以 外 , 一 般 来 说 , 中 心 扩 张 会 比特 
环 扩 张 容易 一 些 , 中 心 扩 张 的 复杂 程度 主要 与 需要 处 理 的 定义 关系 的 个 数 有 关 . 由 
于 生成 元 个 数 的 增多 会 引起 定义 关系 的 增多 , 故 当 生 成 元 个 数 较 多 时 , 我们 应 当 考 


虑 一 下 是 否 用 循环 扩张 会 更 简单 . 例如, 在 定理 2.4.2 的 情形 2 F, 我 们 最 后 就 选择 
了 循环 扩张 而 不 是 用 最 初 讨论 的 中 心 扩张 . 


第 3 章 有限 p 群 的 同 构 判 定 


在 分 类 具有 某 种 性 质 的 有 限 p 群 时 , 判定 两 个 群 是 否 同 构 的 问题 是 重要 的 , 有 
时 也 是 困难 的 、 复 杂 的 ， 本章 我 们 介绍 判定 两 个 群 是 否 同 构 的 某 些 基 本 技巧 和 方 
法 , 希望 能 起 到 一 个 抛砖引玉 的 作用 . 由 于 同 构 的 群 有 相同 的 群 不 变量 , 所 以 不 变 
量 不 同 的 两 个 群 一 定 互 不 同 构 ， 利用 群 不 变量 来 区 分 不 同 构 的 两 个 群 是 我 们 的 首 
选 方法 . 将 在 3.1 节 讨 论 这 种 方法 . 如 果 上 述 方法 不 能 奏效 , 就 需要 用 同 构 的 定义 
来 证 明 . 此 时 , 要 说 明 两 个 群 同 构 , 只 需要 找到 一 个 同 构 映 射 即 可 . 而 要 说 明 两 个 群 
不 同 构 , 则 需要 证 明 不 存在 两 个 群 之 间 的 同 构 映射 . 利用 同 构 映射 的 存在 性 来 判断 
两 个 群 是 否 同 构 的 方法 将 在 3.2 节 讨 论 . 另外 , 我 们 将 举例 说 明 在 特殊 情况 下 , 群 的 
同 构 关 系 与 矩阵 的 某 些 等 价 关系 的 相互 转化 ， 


3.1 利用 群 的 不 变量 区 分 互 不 同 构 的 p SE 


利用 群 的 不 变量 是 区 分 互 不 同 构 的 有 限 p 群 的 非常 有 效 的 方法 . 掌握 好 这 种 
方法 的 关键 是 选择 好 适当 的 不 变量 . 常用 的 有 限 p 群 的 不 变量 有 : 
(1) 群 G 的 阶 |G|、 生 成 元 的 个 数 d(C) EEX c(G)、 方 次 数 exp(G)、p* Wr 
元 的 个 数 、 内 交换 子 群 的 最 小 (大 ) 指数 等 . 
(2) 将 (1) 中 的 G 替换 为 G 的 子 群 O(G), Ok(G); Z(G), G', ®(G) = G'O1(G), 
Ca(G^) 等 | 
(3) 群 (1) 中 的 G 替换 为 商 群 G/N, 其 中 N 为 (2) 中 列 出 的 G 的 那些 子 群 . 
下 面 通过 例子 来 说 明 利 用 群 的 不 变量 区 分 互 不 同 构 的 有 限 p 群 的 方法 . 
Bj 3.1.1 利用 群 的 不 变量 说 明 下 列 16 阶 非 交换 群 是 互 不 同 构 的 . 
(a,b lat — 1, 本 
G= (a,b |a* =b = 1,5765 — a7. 
G= (a; b.c] d =t = c — Lla b] — e, [a, c] = [Dc] — Ty; 
G z (m, b [a9 =h = le, b| e a7? 
G — (a,b | a8 — 1, b? — 1, [a, b] = a?); 
G 


= (a,b | a8 = 1, b? = at, b-!ab = a7; 
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解 ” 先 利用 不 变量 d(G) 和 |G'| 将 本 定理 中 的 群 分 为 互 不 同 构 的 三 组 : 第 一 
组 是 群 (1) 一 (3), 满足 d(G) = 2, |G'| = 2. 第 二 组 是 群 (4) 一 (6), 满足 d(G) = 2, 
IG'| = 4. 第 三 组 是 群 (7) 一 (9), 满足 d(G) = 3, |G'| = 2. 

可 以 用 G/9Q1(G) 来 区 分 第 一 组 的 三 个 群 . 对 于 群 (1), 因为 Q1(G) = (a*, b), 所 
以 G/Q1(G) S C4. 对 于 群 (2), 因为 Q1(G) = (a2, b3), 所 以 G/Q1(G) 兰 E4. 对 于 群 
(3), 因为 Q1(G) = (a2,b, c), 所 以 G/ (G) & Ca. 

可 以 用 2 阶 元 的 个 数 来 区 分 第 二 组 的 三 个 群 . 计算 可 知 , E (4) 有 9 个 2 阶 
JG, 群 (5) 有 5 个 2 阶 元 , 而 群 (6) 只 有 1 个 2 阶 元 . 

可 以 用 2 阶 元 的 个 数 来 区 分 第 三 组 的 三 个 群 . 计算 可 知 , 群 (7) 有 11 个 2 阶 
元 , E (8) 有 3 个 2 阶 元 , 而 群 (9) 有 7 个 2 阶 元 . | tj 

例 3.1.2 利用 群 的 不 变量 说 明 下 列 p^ 阶 非 交 换 群 (p > 2) 是 互 不 同 构 的 . 

(1) G = (a,b | a” =1, b? = 1, b-!ab = al^»); 

(2) G — (a,b | a? = bP = 1, 57 tab = a tP] 

(3) G = (a,b,c | a° =b = c? = 1, [a,b] = c, [a, c] = [b, c] = 1); 

(4) GM x Cp, 其 中 M = M,(2,1); 

(5) GSN x Cp, 其 中 N =M,(1, 1,1); 

(6) G = (a,b,c | aP” = b? = c? = 1, [b, c] = aP, [a,b] = [a, c] = 1); 

(T) G = (a,b | a” =b = c? — 1, la; b] ze, Ie; a] = 1, fe, b] = a" 

(8) G = (a,b | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = aP, [c, b] = 1); 

(9) p= 3, G= (a,b | a9 c? — 1, b? — a?, [a,b] — c, [e,a] — 1,[e,0] — a^ 9), 或 

(9).p > 8, G = (a,b | aP = DP = P m P ulla eges 31,65 -— 
d, [d, a] = [d, b] = 1). | 

解 ” 利 用 不 变量 d(G) 和 C 将 本 定理 中 的 群 分 为 互 不 同 构 的 三 组 : 第 一 组 是 
群 (1) 一 (3), 满足 d(G) = 2, |G'| = p. 第 二 组 是 群 (4) 一 (6), 满足 d(G) = 3, |G"| = p. 
第 三 组 是 群 (7) 一 (9), 满足 d(G) = 2, |G'| = p?. 

用 51(G) 来 区 分 第 一 组 的 三 个 群 ， 对 于 群 (1), Vi(G) = (a?) & Cp. 对 于 群 
(2), U1(G) = (a?, bP) = Ep2. 对 于 群 (3), 01(G) = (aP) S Cp. 

用 exp(G) 和 exp(Z(G)) 来 区 分 第 二 组 的 三 个 群 ， 对 于 群 (4), exp(G) = p°, 
exp(Z(G)) ^ p. 对 于 群 (5), exp(G)=exp(2Z(G))=p. 对 于 群 (6), exp(G)=exp(Z(G)) 
em: p. 

如 果 p > 3, 用 exp(G) 和 exp(Ca(G")) 来 区 分 第 三 组 群 ， 对 于 群 (7), 有 
exp(G) = exp(Cc(G')) = p’. 对 于 群 (8), 有 exp(G) = p? 和 exp(Ce(G')) = p. 
对 于 群 (9), 有 exp(G) = exp(Ca(G")) = p. 

因为 对 于 群 (9) 有 exp(G) = exp(Ca(G")) = 9, 所 以 群 (8) 和 群 (9) 互 不 同 构 . 
最 后 再 考虑 Q1(G), 对 于 群 (9) 有 Q1(G) = G'. 对 于 群 (7) 有 G' < Q1(G). 所 以 群 
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(7) 和 和 群 (9) 互 不 同 构 . 口 
对 于 复杂 的 情形 , 解决 同 构 问 题 时 , 会 同时 用 到 群 的 多 个 不 变量 . 
例 3.1.3 设 p 为 奇 素数 ,7,s,t,w JEZA, BE r2 lur. N| 


(a,b | aP ^^ — 1,9 一 op balab = at?) (3.1) 


AERE, 且 对 于 参数 r s tu 的 不 同 取 值 , 对 应 的 亚 循环 群 互 不 同 构 . 

BE ”由 定理 2.1.6 可 以 看 出 (3.1) 式 确实 给 出 一 个 ptt 阶 的 循环 群 被 pr+s+t 
阶 循环 群 的 扩张 . 令 这 个 群 为 G. 由 于 |G'| = p**", 所 以 s--u 是 G 的 不 变量 . 由 
T G/G' 的 型 不 变量 为 (ptt pr) 所 以 7 和 7 二 s 二 上 也 是 G 的 不 变量 .因为 
exp(G) = p^****t** = o(b), BEL r --s--t--u 也 是 G 的 不 变量 . 于 是 7, s, tA ug 
是 G 的 不 变量 . 因此 , S% r, s, t, u 的 不 同 取 值 对 应 于 不 同 构 的 亚 循 环 群 . 口 

由 于 内 交换 子 群 在 本 书 中 的 重要 性 , 下 面 专门 讨论 有 限 p 群 的 内 交换 子 群 的 
最 大 指数 这 一 不 变量 . 事实 上 , AR p 群 G 的 内 交换 子 群 的 最 大 指数 为 pt G 
为 A 群 是 等 价 的 说 法 .让 我 们 回顾 一 下 A 群 的 定义 : 一 个 非 交 换 p 群 称 为 A 
群 , 者 它 人 至 少 有 一 个 指数 为 p^! 的 非 交 换 子 群 , 但 它 的 所 有 指数 为 pt 的 子 群 都 交 
H. 显然 , AA: 和 群 恰 是 内 交换 p 群 . 有 时 用 G € A, 表示 G 是 一 个 A EE. 

引 理 3.1.4 iE G— M * A, $P M AA 群 ,4 是 阶 为 pk+s 的 交换 群 ,并 且 
IMNA|l= p°. 如 果 对 G 的 任何 一 个 A F H RA HNA| 之 ps, 则 G 是 一 个 
Atyk 群 . 

证 明 BHEGA THE ?L-—HA. 由 子 群 的 模 律 ， 


L=LNG=LNMA= (LNM)A= (LNM)*A. 


因为 工 非 交换 , 所 以 Ln M 也 非 交 换 . 因为 M 是 A RE, PEEL |M : LA M| <p. 
|EN M||A| MITIA| iG 
HT ENIDA Enn? pn AL p 


因此 
IG: H| = |G: LIIL: H| & p^ |L: H| 2 p" | HA: H| = p |A: HA A| < ptr- 


这 说 明 G 的 指数 为 p^ 的 子 群 是 交换 的 . 男 一 方面 , M 的 指数 为 pt 的 A T 
群 是 G 的 指数 为 p^ 的 A TE. 因此 G 是 AL E. 口 
推论 3.1.5 (1) 设 jM 是 Ai 群 ,A 是 p* 阶 交 换 群 . 则 G=Mx4 X AL E. 
(2) ik M RFR p 阶 的 A 8$, G = M A, 其 中 A 为 p 阶 交 换 群 且 
MNA=M'. 则 G X Ank 群 . 
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证 明 — (1) 由 引 理 3.1.4 V. 

(2) 设 五 是 G 的 Ai PE. 因为 H'=G = M', MA HAA > p=|MNA]. 
由 引 理 3.1.4, 结论 成 立 . 口 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 给 出 三 元 生成 导 群 阶 的 有 限 p 群 的 一 个 同 构 分 类 . 

定理 3.1.6 设 G 是 三 元 生成 导 群 p MAR pZ. RJ G 是 以 下 互 不 同 构 的 
Akı E 

(1) (a,b,c | at = c?' — 1, b? — a? = [a,b], [c,a] = [c, b] = 1) = Qe x Cox; 

(2) (a,b, c | a" = bP™ = o" = 1, [a,b] = aP”, [c,a] = [c,b] = 1) = Mp(n + 
1, m) x Cy; 

(3) (a,b,c,d | a" = P" = P" = d = l leb = d, led — fa = i) e 
Mp(n, m, 1) x Cy, AP n>m, 4p-28n22; 

(4) (a,b, c | a4 =1, b? = c?" =a? = [a,b], [c,a] = [c, b] = 1); 

(5) (a,b,c | a" — b?" =c = 1, [a,b] =P", [ca] = |c, b] = 1), $P n2 m, 
X p=2 hfn >22. 

WA B G/G' 的 型 不 变量 为 (pm; p", p3), 其 中 ma > m 2 ms. 再 设 


G/G' 一 (a1G") X (a9G") X (a3G^), 


其 中 o(a;G") 一 pe $ = L2, d. 则 G= (01, a2, a3). 
= ([a2,a3]) = G' 时 , 可 设 


la1, a2] = [a2,aa3]*, [a1, a3] = [az azl’. 


用 aaz ah 替换 a1, 可 得 [ai,aa] = [ai,as] = 1. 

当 ([aa,aal) =1 且 ([ai,aal) = G' 时 , 可 设 [a1,a2] = [a1 as]. 用 azas' 替换 
a2, 可 得 [a1,a2] = 1. 

= [a2,a3] = [a1, a3] = 1 Ff, G" = ([a1, a2]). 

综 上 所 述 , 有 G = (as, at) * lar), 其 中 s,t,r € (1,2,3), (a4,a)) N (ar) < G'. 由 
定理 1.7.7 可 知 (as, at) € A. 

34 (asa) N (a4) = 1BlB a?" = 1 RF, G = (a4,a)) x (az). 此 时 GG XJ (1)—(3) 
型 群 之 一 . 以 下 设 op £1. 

当 (asa) S Qs 时 , G 为 (4) WE. 当 (a,,a;) 兰 Mz(n,m,1), G 为 (5) 型 群 . 
当 (as, a) & Mp(n 十 1,m) 时 , 可 设 


G (a,b,c| aP = bP” = lnc =a" = [a, b], [a,c] = [b, c] = 一- 1). 
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此 时 , Æ m, <n, c — ca? "^, M G= (a,b) x (c^) 为 (2) 型 群 . di m, 2 n, 用 
"E VLL. 


G = (a,b,c | aP” = pP" = L1," = a, b|; 1o, e| = [be] = 1). 


当 p >2 或 n>2 时 , 则 G 是 (5) 型 群 . 4p=2 H m=n=1 时 ,分 别 用 a 
和 bc? ”替换 a M b 可 得 


9m r1 


Th. 


G (a, b,c| e —1,a^-—b* = c? " = [a,b], [a,c] = [b,c] = 1). 


此 时 G 为 (4) 型 群 

由 推论 3.1.5 可 知 定理 中 的 群 都 是 A 群 . 这 说 明 不 同 的 参数 给 出 的 群 互 
不 同 构 . 下 面 我 们 再 证 明 不 同 的 参数 n,m 给 出 的 群 互 不 同 构 .由 于 (1) 型 群 和 (4) 
型 群 只 含 参数 有, 所 以 我 们 只 需 对 (2), (3) 和 (5) 型 群 进行 说 明 . 

对 于 (3) 型 群 和 (5) 型 群 G, G/G' 的 型 不 变量 为 (p",p™,p*), Ef n 2 m. 
此 不 同 的 参数 n,m 给 出 互 不 同 构 的 群 . 

对 于 (2) 型 群 , 我 们 用 反 证 法 来 证 明 不 同 的 参数 (m, m) 给 出 互 不 同 构 的 群 . 设 
Gi 和 Ga 是 两 个 同 构 的 (2) 型 群 , 具有 不 同 的 参数 (ni, mi) 和 (nz,m2)， 因 为 
Gi1/G1 和 Gz/Gs 的 型 不 变量 分 别 为 (pm ,pa ,ps) 和 (p,p, p"), 所 以 我 们 有 
nı = ma 和 ng = mı. 因为 Z(G1) 和 Z(G3) 分 别 有 型 不 变量 (p, pi—1, gk) 和 
(p^, p' 1, p), 进一步 我 们 有 ni = mi = ma = ma. 这 与 假设 矛盾 . 

最 后 证 明定 理 中 不 同类 型 的 群 互 不 同 构 

对 于 (4) 型 群 , 有 |G| = 24+3 和 Z(G) S Cor+1， 男 一 方面 , 对 于 (2) 型 群 
(n 4- m 2 3 时 )、(3) 型 群 和 (5) 型 群 , 有 |G] > 2*+4, 对 于 (2) 型 群 (n =m = 1 W), 
有 Z(G) = oj x Ca. 因此 (4) 型 群 与 其 他 类 型 的 群 不 同 构 ， 

对 于 (1) 型 群 , 有 |G| = 2*+3 和 Qi(G) S Cs x C. 另 一 方面 , 对 于 (2) AERE, 
= n =m -1HHÉ 0((G) = Da x C2, 对 于 (2) 型 群 , 24 n+m 2 3 E |G| 2 2*4, 
对 于 (3) 型 群 和 (5) 型 群 也 有 |G| > 2*+4. 因此 (1) 型 群 与 其 他 类 型 的 群 不 同 构 . 

对 于 (3) 型 群 , Z(G) 的 型 不 变量 为 (p"!,pm-1,p*,p). 而 对 于 (2) 型 群 , Z(G) 
的 型 不 变量 为 (p,p, p), 对 于 (5) 型 群 , Z(G) 的 型 不 变量 为 (pea pme p TAN, 
因此 (3) 型 群 也 不 与 (2) 型 群 或 (5) 型 群 同 构 . 

最 后 用 反 证 法 来 证 明 (2) 型 群 与 (5) 型 群 互 不 同 构 . EB, WEER G 既是 一 
个 (2) 型 群 又 是 一 个 (5) 型 群 . 设 G 表示 为 (2) 型 群 时 的 参数 为 na, ma, ka, 表示 为 
(5) 型 群 时 的 参数 为 ns, ms, ks. M k :— ko = kg. W 入 是 满足 G' < UAG) 的 最 大 
的 非 负 整数 . 由 (2) 型 群 的 表示 可 得 入 = na. 由 (5) 型 群 的 表示 可 得 入 = k， 因 而 
no — k. 再 由 (2) 型 群 的 表示 可 得 Z(G) = Cpe x Cj. x Coma-i. 同时 , 由 (5) 型 群 的 
表示 可 得 Z(G) € Oye x Cpns-1 x C571, AINT ng—1— ms-1-k H ma = 十 2. 
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最 后 , 由 (2) 型 群 的 表示 有 exp(G) = p*+?, 而 由 (5) 型 群 的 表示 有 exp(G) = pt, 
推出 矛盾 . 因而 (2) 型 群 与 (5) 型 群 也 互 不 同 构 . 口 


3.2 ”利用 同 构 映 射 的 存在 性 判定 p 群 的 同 构 


利用 同 构 映射 的 存在 性 判断 同 构 问 题 的 步骤 一 般 是 先 假设 两 个 群 之 间 的 同 构 
映射 是 存在 的 , 然后 再 分 析 同 构 映 射 应 满足 的 条 件 . 如 果 推 出 了 矛盾 , 就 说 明 给 定 
的 两 个 群 是 不 同 构 的 . 如 果 没 有 推出 矛盾 , 就 要 根据 分 析出 的 条 件 构造 出 相应 的 同 
构 映 射 . 在 分 析 同 构 映 射 应 满足 的 条 件 时 , 分 析 清 楚 特 征 子 群 也 是 重要 的 . 这 是 因 
为 特征 子 群 在 自 同 构 作用 下 保持 不 变 . 通过 以 上 分 析 可 知 , 在 判断 有 限 p 群 的 同 构 
问题 时 , 我 们 首先 是 找到 尽量 多 的 特征 子 群 , 利用 这 些 特征 子 群 和 它们 的 商 群 的 不 
变量 来 区 分 互 不 同 构 的 有 限 p 群 . 如果 找到 的 特征 子 群 和 它们 的 商 群 的 不 变量 都 
相同 , 则 只 能 利用 同 构 映射 的 存在 性 判断 是 否 同 构 . 

例 3.2.1 说 明 下 列 pt 阶 非 交 换 群 (p > 2) 是 互 不 同 构 的 . 

(1) G = (a,b | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = aP); 

(2) G = (a,b | a” =b = = 1, [a;b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = a"), 其 中 v AR 
AR HJ p 平方 非 剩 余 . 

E ”首先 会 试图 利用 群 的 不 变量 来 区 分 这 两 个 群 ， 为 此 考察 三 个 特征 子 群 
Ca(G'), G' 和 Ga. 对 于 这 两 个 群 , 这 三 个 特征 子 群 都 满足 Ce(G') = (we), G' = 
(c, a?) 和 Gs = (aP), 它们 以 及 它们 所 对 应 的 商 群 都 有 相同 的 不 变量 . 所 以 需要 利 
用 同 构 映射 的 存在 性 判断 这 两 个 群 是 否 同 构 . 

先 假设 这 两 个 群 是 同 构 的 . 为 方便 起 见 , 用 G = (a, b; c) 来 表示 第 二 个 群 . 设 6 
是 从 G 到 G 的 同 构 映 射 . 则 Cs(G')? = Ce(G') B. (G^)? = G'. 因此 可 设 


b? — biciakP, a ate, 


其 中 pir. 计算 可 知 c = [a,b]? = cir (mod Ga). 因为 区 中 = ar, 所 以 [c, 6]? = 
(ip)8， 从 而 ar P[ci", b] = ar», X GAE i? = v (mod p). 这 与 v 为 模 p 的 平方 非 
MRTE. 所 以 本 例 中 的 两 个 群 是 不 同 构 的 ， 口 

利用 同 构 映射 的 存在 性 判断 同 构 问 题 最 后 基本 是 将 问题 转化 为 数论 问题 有 些 
情况 下 , 同 构 映 射 应 满足 的 条 件 往往 可 以 用 和 矩阵 来 表示 . 

EH 3.2.2 设 1 和 m 都 是 正 整 数 . G(s,t,v,w) = (a,b,c | a? = = 
c?" =1, [b,c] = 1, [c, a] = br ct , [a,b] = bv?" cwp™), 其 中 | ~ ) 是 p 个 元 

v w 

素 的 有 限 域 F, bep iE. 

(1) Æ G — G(s,t,v,w), M |G| = p*?"*?, 6(G) = Z(G); G' = C2, E (aP, b, c) 
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是 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 ; 
(2) G(s, t, v, w) & G(s',t',v',w) 当 且 仅 当 存在 Fp 上 的 可 逆 和 矩阵 Y fo A cF 


as (7 je» i |O 其中 表示 了 ent. 
vU w v uw 


证 明 (1) 4 M = (b) x (c) x (d) 其 中 (0) & (c) = Co, (d) = Cpi. 定义 
M 的 目 同 构 8 如 下 : 


p? = bb P" ev P — bP p" d=d. 


) 


则 (b^)? = bP, (cP)? = c", o(8) = p. 由 定理 2.1.3 可 知 G = (M,a) 是 M W p 次 循 
环 扩张 . 因此 |G| = ptt. 容易 验证 e(G) = Z(G), G' e C2 以 及 M 为 G 的 唯 
一 的 交换 极 大 子 群 . | 

(2) 为 方便 起 见 , 设 


GI (a, b, C) = G(s, t, v, w), G = (a, b, C) = G(s', t, v', w"), 


03; G 到 G 的 同 构 映射 . 因为 M = (b,c,aP), Z(G) I M = (b,e, a^), Z(G) 分 别 是 
G 和 G 的 特征 子 群 , 故 Z(G)? — Z(G) 和 M^ = M. 因此 可 设 


a? — am, bP = bcr23y g? 一 bzazcz3s32， 


R'PreM,yzeZ(G)onoQ(G).-4x- | ) 则 det(X) #0. Hi 
T32 T33 
ya | ) 是 X 的 伴随 矩阵 . 
—132, T22 
因为 | 


(s, LM. aF 


有 


[p722 cz33 ,QZ11 ] 一 【bz22cz23) sp” (b732 cz33 ye" 


上 式 的 左边 为 (bsp"ctp")zsaza (bap"cwp")-zazza .比较 两 边 如 ”和 cz” 的 指数 就 有 


È 
zi1(233, —232) | S - (s, t") | T22 T23 ) | (3.2) 
Uu wW T32 T33 


类 似 地 , 由 [a9, b^] = [a,b]? = (bv P" ev7")? 可 得 


t T 
711(—223, 222) ( ) = (u w") | Pa = Haa ) (3.3) 
vu wW T32 T33 
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由 (3.2) 式 和 (3.3) 式 可 得 


T33 —132 s t 
Tii 
— T23 T292 Vv Ww 


EEAWURNER det(X)-:Y 可 得 


Z P _ MYT s t y 
v w v uw l 


其 中 À= Zii det(X)-. 
另 一 方面 , 如 果 存 在 Fp ERTER Y IA € Fz 满足 | 


NE : t 
| A P ) 一 AYT | ) Y. 
也 w v wW 


0: a— a*det(Y) p —, praca, c —, brea, 


则 8 是 从 GG 到 G 的 一 个 同 构 映射 口 

回忆 一 下 , 两 个 域 FE 上 的 矩阵 4 和 B 合 同 是 指 存在 F 上 的 可 逆 和 矩阵 P 使 得 
PTAP = B. 为 了 方便 起 见 , 称 两 个 域 f 上 的 矩阵 4 和 B 是 次 合同 的 , 若 存 在 F 
上 的 可 道 元 和 可 逆 和 矩阵 P 使 得 PTAP = B. 定理 3.2.2 告诉 我 们 , 判断 一 类 群 
的 同 构 问题 可 以 转化 为 判断 和 矩阵 是 否 次 合同 的 问题 . 显然 合同 与 次 合同 都 是 矩阵 的 
等 价 关 系 , 由 这 个 等 价 关系 所 确定 的 等 价 类 我 们 分 别称 为 合同 类 和 次 合同 类 . 下 面 
研究 域 F, 上 的 矩阵 的 合同 类 与 次 合同 类 . 

定理 3.2.3 iE p 是 奇 素数 , (1,0) Æ (F5)? Æ Fi 中 的 一 组 陪 集 代表 元 . 下 面 
的 矩阵 是 域 F, 上 的 2 阶 可 逆 和 矩阵 的 合同 类 的 一 组 代表 元 . 

0 1 v 1 1 * 

of( 4! o(*. 3 o(*, d! 
Xvv-l&ntc foi 2] WC Xv. 将 (2) PM v OS 1, 则 上 述 
矩阵 给 出 域 F, 上 的 2 阶 可 逆 矩 阵 的 次 合同 类 的 一 组 代表 元 ， 

WA 设 M ÆR F, 上 的 2 RTE. 令 Mi = 27! (M + MT), M: = 
2-1(M 一 MT). 则 Mi 为 对 称 和 矩阵 , M2 为 反对 称 和 矩阵 . 我 们 称 Mi 为 M 的 对 称 部 


首先 证 明 本 定理 中 的 矩阵 是 互 不 合同 (次 合同 ) 的 . EF, 设 两 个 不 同 的 矩阵 
M 和 N 是 合同 (次 合同 ) 的 . 则 M 和 N 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 也 是 分 别 合同 


ll 
I sii 
c En 
E x 
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P od 
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(次 合同 ) 的 . 因为 对 于 这 三 种 类 型 的 矩阵 ,它们 对 称 部 分 的 秩 分 别 为 0, 1, 2, 所 以 
不 同类 型 的 矩阵 之 间 是 互 不 合同 (次 合同 ) 的 . 因此 M 和 N 只 能 同时 为 类 型 (2) 
或 者 同时 为 类 型 (3). 

WR MA N 为 类 型 (2) 的 和 矩阵, 其 中 > 分 别 等 于 7 和 1, 则 存在 可 道 矩 阵 


«p ”人 


y w 
i 1) [2*2 "n 1 T y 
ioj y w —] 0 z wj 
比较 第 一 行 第 一 列 的 元 素 , A z27 = 1, 这 与 mn g (F5)? FA. 


如 果 M 和 NN 都 是 类 型 (3) WEE, 设 它们 的 参数 分 别 为 (v, t) 和 (v/,t'). 分 
别 比较 N 和 AYTMY 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 的 行列 式 可 得 


v' — A? det(Y )?v, (3.4) 
(1^) = A dtl Y FE, (3.5) 


由 (3.4) ARIS v/ «v H A?det(Y)? 21. 又 由 (3.5) 式 可 知 (CP =t. BRA tte 
[o1 Pr pirt 此 时 M = N, 与 假设 矛盾 . 


因为 e(: yr JG et ,) 


所 以 类 型 (2) WERK v = n 时 与 当 v = 1 时 是 次 合同 的 . 

最 后 证 明 任 何 一 个 域 F, 上 的 2 阶 可 逆 和 矩阵 都 与 本 定理 某 个 矩阵 是 合同 的 . 由 
特征 不 为 2 的 域 上 的 对 称 和 矩阵 的 初等 性 质 _M 的 对 称 部 分 Mi 合同 于 一 个 对 角 甜 
BE. 设 这 个 对 角 和 矩阵 是 PTMP. 显然 PTM2P 也 是 反对 称 的 . 因此 PTMP 是 一 
个 对 角 和 矩阵 与 一 个 反对 称 和 矩阵 的 和 . 即 M 合同 于 一 个 对 称 部 分 为 对 角 和 矩阵 . 不 妨 
设 M 的 对 称 部 分 是 对 角 和 矩阵 . 

情形 1 M 的 对 称 部 分 为 零 矩阵 . 


i m= (1 Jato ev- (1 °, ) w 
—t 0 0 t 


y:( 9 tiy (9 1 
zd d TEE 


因此 M 与 (1) 型 矩阵 合同 . 
情形 2 M 的 对 称 部 分 的 秩 为 1. 
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n ur - ( f SESEL 因为 M 为 可 道 矩 阵 , BEL £40. 4i 


edid v ( i )- wr( r=-( 3! 
0 ci^ =t 0 =] 0 


因此 M 与 (2) WERS M. 
情形 3 M 的 对 称 部 分 的 秩 为 2. 
此 时 M=| ' MEL 
-— ow 
子 情形 3a i= 2z2. 
= 条 
icy deck HS (7 ^ aee ima 
0 y 


t= jx ty oec fosi Bg. 


yT i j — 1 jr y to [1 tf | 
一 s —jx ly lo V t v 


因此 M 5 (3) 型 矩阵 合同 . 
子 情形 3b s= x?. 
ev-| f Jurg j i jr={ j | getto sa 
is 7 sS =y E 

子 情形 3c isg (F5)*. 


| r gl MET- =z E (ir == ( rz T ) 
E y 


, , 1 M RR. 
ve! ' ? |v- adt AR 
-j s —jr ly i 1 


这 也 转化 为 子 情 形 3a. [] 
定理 3.2.4 TAHERA Fo 上 的 2 MEEA [5] JE 69 — £8 4X, 7C. 
1 0 0 1 1 0 
no a 


T z 


则 


) 是 可 道 的 , 则 
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因此 (2) 型 矩阵 与 (1) 型 矩阵 和 (3) 型 矩阵 都 不 合同 . 因为 (1) 型 矩阵 是 对 称 的 , (1) 
型 矩阵 与 (3) 型 矩阵 不 合同 . 易 验 证 域 F 上 的 每 个 2 阶 可 道 和 矩阵 都 合同 于 (1) 一 (3) 
型 矩阵 之 一 . 口 

定理 3.2.5 iE p 为 素数 (p 2 是 可 能 的 ). 对 于 奇 素数 p, (0,0) 是 (F*)? 在 
F* 中 的 一 组 陪 集 代 表 元 . 下 面 的 矩阵 是 域 Fp 上 的 2 阶 非 可 逆 和 矩阵 的 合同 类 的 一 
组 代表 元 其 中 v=1 Xn. 


0 1 0 0 0 0 
a(o 中 o )) o J 
证 明 WE A X0 XXE, 上 的 2 阶 不 可 道 矩 阵 , 则 A 的 秩 为 1. 令 
(2 2) n- (12) 
021 022 ] 0 
m prap = ( 08 “a Jawe (09 )4 (5) 因此 有 
Ql2 11 122 0 
(ut d 
Ra22 22 
*n-( , ar Ban - (3 ted: 以 下 用 PIAP, 替换 
PF 22 
A 并 记 ar 一 kazo X b. 
-1 _p-lg 
rroen- , ? Juzran - (| 3! 因此 得 到 (1) 
型 矩阵 . 
in-den- (1 MILI MEI 
0 z 0 aT 
a221? = 1 或 者 7. 因此 得 到 (2) 型 矩阵 . 
T (m z2 | ETA, PTdiag(0,wWP 的 第 二 行 第 二 列 的 元 素 为 


T21 22 
vz2,. 因此 不 同 的 v 给 出 不 合同 的 (2) 型 矩阵 . 因为 (1) 型 矩阵 不 是 对 称 和 矩阵 而 (2) 
型 矩阵 是 对 称 和 矩阵 , 所 以 不 同类 型 的 矩阵 是 互 不 合同 的 ， 口 


由 定理 3.2.3 和 定理 3.2.4 的 结论 可 得 , 定理 3.2.2 中 的 群 为 以 下 互 不 同 构 的 群 
r7 

(1) (a,b, c | a" = "^ = c?" = 1, [b,c] = 1, [c, a] = c?" , [a,b] = b-?" ), 其 中 
p 为 奇 素数 ; 

(2) (a,b,c | aP = b" = c?"* = 1, [b,c] = 1, [c, a] = bP™ co , [a,b] = b-9"), H 
中 p 为 奇 素数 ; 
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(3) (a,b,c | a = 加” c9" ^ =1, [b,c] 2 1, [c, a] b?" ct?™, [a,b] = bt?" eP"), 
其 中 p 为 奇 素数 , v = 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , t e fosi B) 
满足 t? —v; 

(4) (abe |a? - y L7 = 1, [b,c] = Lea = 0", [a,b] = °”); 

(5) (a,b,c | a” = 92^ = 27" = 1, [b,c] = 1, [e, a] = c?" , [a,b] = 82"); 

(6) (a,b,c | a? =b?" 2 27" = 1, [b,c] = 1, [c, a] = b?™, [a, b] = b?” c2”). 
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我 国 对 于 有 限 p 群 的 研究 , 开始 于 华罗庚 和 段 学 复 20 世纪 30 年 代 在 清华 大 
学 组 织 的 p 群 讨论 班 . 他 们 对 于 p 群 的 算术 结构 和 正规 结构 做 了 深入 的 研究 , 获得 
了 深刻 的 结果 . 20 世纪 40 ERR 50 年 代 初 , 叶 彦 谦 、 刘 声 烈 也 分 别 对 p 群 的 算术 
结构 和 正规 结构 做 了 研究 . 徐 明 曜 从 20 世纪 60 年 代 开 始 , 对 于 正则 p RRE pH 
的 窘 结构 做 了 较为 系统 的 研究 . 20 世纪 80 年 代 之 后 , 由 于 有 限 单 群 分 类 的 基本 完 
成 , p 群 研究 逐渐 变 得 活跃 . 不 少 国 内 学 者 在 p 群 的 各 个 方面 做 了 许多 工作 . 特别 
是 山西 师范 大 学 的 学 者 及 其 研究 生 在 徐 明 曜 教授 的 带动 下 , 开始 对 p 群 进行 专题 
研究 , 获得 了 丰富 的 结果 . 本 章 主 要 介绍 20 世纪 80 年 代 以 前 中 国学 者 在 有 限 p 群 
领域 的 工作 . 
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中 国有 限 p 群 的 研究 可 以 说 始 目 华罗庚 和 有 段 学 复 . 从 1938 年 秋 起 , 华罗庚 在 
清华 大 学 开办 了 一 个 有 限 p 群 讨论 班 , METAR p 群 及 其 有 限 群 论 的 研究 . 当 
时 参加 讨论 班 的 有 有 段 学 复 、 孙 本 旺 、 攀 堪 和 徐 贤 修 等 ， 据 文献 [157| 记 载 ,华罗庚 
在 段 学 复 和 徐 贤 修 的 帮助 下 写 了 一 些 《p 群 专 论 》 的 材料 , 大 部 分 的 稿子 都 是 段 
学 复工 笔 手 写 的 , 还 有 小 部 分 由 段 学 复 刻 写 油印 . 在 这 段 时 间 , 华罗庚 和 上段 学 复 在 
p 群 这 一 领域 开始 了 合作 研究 , 首先 , 他 们 研究 了 含有 指数 为 plp > 2) 的 循环 子 
群 的 有 限 p E, 并 对 这 类 群 做 了 完全 的 分 类 , 他 们 也 给 出 了 有 关 的 计数 定理 , WC 
BA [71], [72]. 后 来 , 由 于 段 学 复 赴 加 拿 大 、 美 国 留学 , 中 断 了 与 华罗庚 的 合作 研究 . 
华罗庚 则 在 他 们 合作 成 果 的 基础 上 , 于 1940 年 得 到 了 更 深刻 的 计数 定理 . 由 于 抗日 
战争 的 原因 , 这 一 结果 直到 1947 年 才 发 表 , 见 [73]. 在 此 基础 上 , 段 学 复 在 [155] 中 
通过 精细 的 分 析 计 算 , 对 p 群 (p > 2) 中 子 群 个 数 的 Kulakoff 定理 进行 了 推广 . 这 
方面 后 来 有 很 多 外 国 尤 其 是 苏联 数学 家 进行 研究 , 至 今 仍然 吸引 着 研究 者 的 注意 . 
在 [155] 中 段 学 复 还 对 华罗庚 在 文献 [73] 中 的 伪 基 底 定理 给 出 了 一 个 更 加 简明 的 
证 明 ， 

华罗庚 和 段 学 复 还 研究 了 Frattini 子 群 循环 的 有 限 p 群 的 结构 和 计数 定理 , 见 
文献 [159]. 但 是 这 些 结果 当时 没有 发 表 . 四 十 年 后 , 段 学 复 指导 其 研究 生 唐 守 文 继 
续 这 一 问题 的 研究 . 唐 守 文 在 1981 年 完成 的 硕士 学 位 论文 中 , 完成 了 这 类 和 群 的 完 
全 分 类 , 给 出 了 它们 明确 的 定义 关系 , 见 文献 [154]. 
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EAR p 群 的 研究 中 , 定理 1.7.6 是 一 个 简单 而 有 用 的 结果 . 这 个 结果 首先 是 由 
段 学 复 的 导师 Brauer 用 群 的 诱导 特征 标的 理论 得 到 的 . 后 来 , 段 学 复 在 文献 [156] 
中 给 出 了 一 个 初等 证 明 . 值得 一 提 的 是 , Berkovich 在 他 的 p 群 专著 [33] 中 , 把 该 定 
理 作为 他 的 书 中 第 一 节 的 第 一 个 引 理 , 并 称 该 定理 在 他 和 Janko 合 著 的 p 群 系列 
专著 [33] 一 [35], [37], [38] 中 被 数 百 次 地 引用 . 

据 [158] 中 的 《 段 学 复 传略 》 一 文 记 载 , Brauer 与 段 学 复 还 有 一 些 未 发 表 的 关 
F p 和 群 的 工作 . 

下 面 我 们 先 介绍 华罗庚 和 段 学 复 在 p 群 计数 方面 的 工作 . 他 们 首先 引进 了 p HE 
的 余 次 数 的 概念 (他 们 称 之 为 “ 秩 "), 称 p^ 阶 群 G 的 余 次 数 为 a, 如 果 exp(G) = 
p^-^. 用 余 次 数 的 概念 , Miller 在 文献 [124] 中 的 主要 结果 可 以 作 如 下 事 述 . 

定理 4.1.1 itp 23, G 是 一 个 余 次 数 不 小 于 1 的 p^ 阶 群 . 则 G 的 余 次 数 
Jj 0 $$ p"(1« m « n) 阶 子 群 的 个 数 为 p 的 倍数 . 

华罗庚 和 段 学 复 在 此 基础 上 作 了 进一步 的 研究 , 在 文献 [71] 中 得 到 了 更 为 精 
细 的 结果 . 

定理 4.1.2 设 p>3,G 是 一 个 余 次 数 不 小 于 2 的 p^ 阶 群 . 则 

(1) G 的 余 次 数 为 0 的 pm(2 <m €«n—1) 阶 子 群 的 个 数 为 p? 的 倍数 ; 

(2) G 的 余 次 数 为 1 的 pm(3 < m « n) 阶 子 群 的 个 数 为 p 的 倍数 . 

在 文献 [73] "P, 华罗庚 推广 了 上 述 工作 , 得 到 了 以 下 漂亮 的 结果 . 

定理 4.1.3 i p 23, G 是 一 个 余 次 数 为 a 的 p^ 阶 群 . 

(1) 对 于 Bga 和 <mz<in,G 的 余 次 数 为 0 的 pm 阶 子 群 的 个 数 为 p? 的 
倍数 ; 

(2) 对 于 8B<a 和 26 十 1< mn,G 的 余 次 数 为 B 的 pm 阶 子 群 的 个 数 为 p 
的 倍数 . 

华罗庚 之 所 以 能 得 到 上 述 漂亮 的 结果 , 是 他 深刻 地 洞察 到 了 余 次 数 较 小 的 有 限 
p 群 具有 良好 的 性 质 . 这 些 性 质 体现 在 下 面 的 定理 中 . 这 个 定理 至 今 在 有 限 p 群 的 
研究 中 仍 发 挥 着 重要 的 作用 . 

定理 4.1.4 itp 23,n 2 2a -1, G 是 一 个 余 次 数 为 a 的 p^ 阶 群 . 则 以 下 
结论 成 立 : | 

(1) G 存在 一 组 伪 基 底 , 即 存在 G 的 有 序 元 素 组 (b bi, bo, ,ba), 其 诸 元 素 的 
Mr o(b) = p"^?,o(b;) < p° (i = 1,2,- a), HEX g € G, g 39 T"E— XT 7| 
形式 


全 


(2) 对 任意 的 g1,g2 E G; 有 (g192)?” — 9? gb; 
(3) 对 任意 的 g1,g2,93 € G, 有 o([g1,92]) < p“, o([g1,92;,93]) < p^; 
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(4) br € Z(G). 

证 明 对 o 用 数学 归纳 法 来 证 明 结论 成 立 . 当 a = 0 BT, G 为 循环 群 , 结论 显 
然 成 立 . 当 w = 1 时 , G 有 循环 的 极 大 子 群 , 由 定理 1.9.1 易 知 结论 成 立 . 以 下 可 设 
a > 1 并 且 结 论 对 余 次 数 为 a —1 的 群 成 立 . 由 余 次 数 的 定义 可 知 G 有 一 个 余 次 
数 为 a —1 的 极 大 子 群 M. 因为 n—122o»2(a-—1)4 1 满足 定理 条 件 , 所 以 

(1) M 存在 一 组 伪 基底 , 即 存在 M 的 有 序 元 素 组 (b, 01,05, -- 641), 其 诸 元 
素 的 阶 o( = p^-9,0o(b;) € pi (i 二 1,2,… ,a 一 1), 对 任意 的 ge M, g 均 可 唯一 表 
成 下 列 形式 


= LD “和 


(2) 对 任意 的 gg € M, E (mg =g? gh ; 

(3) 对 任意 的 g1, gz,93 € M, 有 o([gi,g2]) < 5*5, o([g91, 92; 93]) € Do 一 2; 
(4^) bo  €2Z(M). 

IER de GV M JF Bii e — [b, d). W) ec M B. be=4d-1bd. 由 (2^) 可 得 


«&—1 a—1 


p^ gp ng-lge" d. 


从 而 [b^ ,可 = e^ . 由 (be) 的 阶 不 超过 n 一 1 可知 e" e (b)， 于 是 可 设 
[bp” ,可 = 种” ,其 中 心中 =1 且 大 >1. 以 下 断言 


k-"-o—clzn-—ao-]1. 


Z8, WE n-a-k-222o-i1 此 时 [p" ^ d = btr”““. 计算 可 得 


n—a—k-— 


! d 


n—o-—1 


` dP) = bP £1. 


由 于 d? € M, 这 与 (4) 矛盾 . 由 以 上 计算 易 知 [加 1, 2 成 立 . 
任 取 ge M, 由 (1) TH g= brer b. H (2 pU -yne. JAN 


1 1 


d, gl T (dtg tdg - dig 9 ap — id, pmp“ | _ jp-—mip 


«&—14-k 
, 


HEHP k+a-1>n-a-—l. 此 时 d, g]P" —1.Hn22a-4-1RJÁll k--a— 12 o. 从 
而 [dg € Z(G). 
对 于 任意 的 g1,g2,93 € G, 者 91,92 全 在 M 中 , 由 (3) 可 得 


Q 


o([g1, ga]) € pa « p^. 


此 时 
oa—1 = - a—1 
[g1, 92, 93|” = (Ig, 92] ! ga tigi, g2]g3)" =1. 
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若 gg 不 全 在 M 中 , 不 妨 设 gi = dg M 和 gs —d^g, 其 中 ge M. 此 时 
[gg = (d, dg] = [d. 9]. 
从 而 o([g1,92]) < pc. 由 于 [gi,g2]?” € Z(G), 所 以 亦 有 
[g1,92,93]” = ([g1,92] 95 ![g1,92]93)” = [lp gal" ,gs]=1. 


从 而 证 明了 (3) 成 立 . 
由 (3) 和 (2^) 可 知 exp(Ga) < p*-!. 对 于 任意 的 g1,g2 € G, 由 类 2 群 的 换 位 
子 计算 可 得 | 


(g192) = g?gP gi, ga) Jc, 
其 中 ce G 再 由 (2^) 和 (3) 可 得 


(giga)P = (g?gP|g ga] 2) = g^ gr. 


从 而 (2) 成 立 . 
车 old) < p^, 则 取 d = ba 就 满足 (1) 的 条 件 . 以 下 不 妨 设 old) > pa. 由 (^) 
可 设 
d? -byt.pnp. 


因为 o(d) < o(b), 所 以 p | m. Y m = np. 此 时 取 ba = dto", Wl] o(b,) < p* 满足 
条 件 (1). 口 

在 定理 4.1.4 的 基础 上 , 应 用 数学 归纳 法 , 文献 [73] 得 到 了 大 量 的 计数 结果 . 具 
体 计 数 过 程 从 略 . 

定理 4.1.5. ik p23,n22a-41,G 是 一 个 余 次 数 为 a 的 p^ 阶 群 . 

(1) 对 于 a «m&n-o, G 的 阶 不 超过 p d cx ME prte, 

(2) 对 于 Qa<m<n 一 a 十 1,G 的 p" 阶 的 循环 子 群 的 个 数 为 p^. 

(3) 对 于 2a < m < n,G 有 且 只 有 一 个 余 次 数 为 a 的 p" 阶 群 . 

(4) 设 M 为 (3) 中 余 次 数 为 a 的 p BERE ST 1«8«d(G) i H X 
G 的 指数 为 p 的 大 子 群 . XH « M, 则 日 的 余 次 数 为 a — B - 1, 这 样 的 子 群 
4H) > d(G) - 8-1, Ach [GT SHKM, M H 的 余 次 数 为 a 这 


样 的 子 群 d(H) > d(G) — p, 不 数 为 pp | 0) 7 1|. 

(5) d(G) € a --1.R. (G) 的 余 次 数 为 a—d(G)--1. 特别 地 , 若 9(G) 循环 ， 则 
d(G) — o +1. 

(6) 车 B(G) 循环 , 则 G 有 且 只 有 一 个 极 大 子 群 M 满足 d(M) = d(G). 
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(7) 对 于 8 € d(G), 满足 余 次 数 为 a 一 8B t p^(20 8 « m«n— 8-1) 阶 子 
群 的 个 数 = ph d(G) — 1 (mod p4(G)-41). 

(8) 设 @(G) 循环 , 则 对 于 8 < d(G), 35 € A EK 4&7] o — 8 t p"(2a — 8 & m < 
n — B-- 1) FERES AMI pP [0 


由 上 面 的 计数 结果 还 可 以 推出 下 面 的 结论 . 

定理 4.1.6 i p23,G 是 一 个 p" 阶 群 . 

(1) 对 于 一 个 固定 的 m(m < n), € G 有 且 仅 有 一 个 方 次 数 为 8 (m > 28 4-1) 
的 p" 阶 子 群 , 则 G 的 方 次 数 也 为 b: 

(2) 对 于 一 个 固定 的 m(m < n), ÈG BA ph 个 pm 阶 循环 子 群 , 则 G 的 余 次 
数 为 B. 

当 8 =1 时 , 定理 4.1.6 (2) 的 结论 是 Miller 在 文献 [125] 的 另 一 个 经 典 结果 . 

需要 指出 的 是 , 华罗庚 在 文献 [73] 中 犯 了 一 个 非常 隐蔽 的 小 错误 , 得 到 了 一 个 
错误 的 推论 . 这 个 推论 在 文献 [73] 中 是 无 足 轻重 的 . 但 是 , 由 于 段 学 复 在 文献 [155] 
中 使 用 了 这 个 推论 , 导致 文献 [155] 的 主要 结果 也 发 生 了 错误 . 下 面 是 文献 [73] 中 
的 错误 推论 和 文献 [155] 中 的 主要 结果 . 

文献 [73] 中 的 推论 13.2 3x p23,n 2 2a - 1, G 是 一 个 余 次 数 为 a 的 p^ 
MEF. HTF 8 < o, 满足 余 次 数 为 a 一 8 HJ p" (2a — 8 « m «n—824- 1) 阶 子 群 的 
个 数 = p? (mod p?*1). 

文献 [155] 中 的 主要 结果 3p 23,n22o- 1, G 是 一 个 余 次 数 为 a W p^ 
阶 群 , 则 对 于 2a --1« m € n, 


Sm(G) 2 1,1-- p,1-- p-- p? EX 1-- p 4- 2p? (mod p?). 


事实 上 ， 文献 [155] 中 的 主要 结果 的 证 明 中 , 只 在 d(G) < 3 时 用 到 了 文献 [73] 
中 的 推论 13.2， 因 而 , 对 于 d(G) 2 4 的 情形 , 文献 [155] 中 的 主要 结果 仍然 是 正 
确 的 . 

在 上 述 定理 的 基础 上 , 华罗庚 和 上 段 学 复 提 出 了 以 下 猜想 . 

猜想 4.1.70 A p23,G 为 pr 阶 群 . 则 对 于 0<i<n, 有 


sm(G) 三 1, 1-- p, 1-- p-- p? À 1-- p - 2p? (mod p’). 


段 学 复 在 文献 [156] 中 的 结果 可 以 写成 以 下 更 一 般 的 形式 . 

定理 4.1.8 jk A 是 非 交换 群 G 的 交换 正规 子 群 ， 且 其 商 群 G/4 = (z4) 是 
循环 群 . 则 

@D 本 猜想 已 被 张 勤 海 和 曲 海 胸 所 否定 ， 见 5.1 39 
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(1) BET a — [a, z)(a € A) X A 8| G' 上 的 满 同 态 : 
(2) G' S AJAN Z(G). 
下 面 是 文献 [156] 中 对 定理 1.7.6 的 更 一 般 的 推广 . 
定理 4.1.9 ik G JE EX c 的 有 限 非 交 换 p FE, 且 G 有 一 个 指数 为 p 交 
换 子 群 A. 则 对 于 1<igc--1l1 有 A/2Zi;(G) S Gia. 
继 Burnside 对 具有 一 个 指数 为 p 的 循环 子 群 的 p 群 分 类 之 后 , 华罗庚 和 段 学 
复 在 文献 [72] 分 类 了 具有 一 个 指数 为 p? 的 循环 子 群 的 奇 阶 p 群 , 分 类 结果 如 下 . 
定理 4.1.10 设 G 是 p"t? 阶 群 , exp(G) = p^, 其 中 py>3m>4 则 G 是 下 
列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(Hi) (a,b,c | aP” — 1,0? = 1,c? = 1, [a,b] = [a,c] = [b,c] = 1); | 
(H2) (a,b | aP" =1,b = 1, [a,b] = 1); 
3) (a,b, c | a" 2 1,0? = 1,0? = 1, [a,b] = a?" ,la,c = [b, c] = 1); 
( 
( 


H4) (a,b, c | a" — 1,0? = 1,c? = 1,[b, c] = a?" ^, [a,b] = [a,c] = 1Y; 
Hs) (a,b,c | a" = 1,0? = 1, [a,b] = c, c? = 1, [a, c] = bel Ih 
He) (a,b,c | a" = 1,0? = 1, [a,b] = c, œ = 1,[a,c] = a" ,[b, c] = 1); 


Hz) (a,b,c | aP” = 1,5? = 1, [a,b] = c, c? = 1, [b, c] = a?" ,[a, c] = 1); 
Hg) (a,b,c | aP” = 1,0? = 1, [a,b] = c,c? = 1, [b,c] = a" ,a,c = 1), 其 中 v 
AUR p 的 平方 非 剩 余 ; 
(Ho) (a,b | a?" =1,b = 1, [a,b] = a?" y; 
(Hio) (a,b | aP" — 1,07 = 1, [a,b] = a?" NT 
(Hi) (a,b | aP" = 1, 9^ = 1, [a, b] = bP}; 
(Hia) (a,b | a?" = bP? = 1, [a,b] = a" ^ bP, [a,b?] = a?" ). 
证 明 X N«M«G, rp N Æp 阶 循环 群 . 由 定理 1.9.1 可 设 


, 
其 中 5=0 或 1. 因为 M' < (aP) < Z(M), W Yg, g2 € M 及 el,e2,k € Z RA 


(H 
( 
( 
( 
( 
( 


—-1 


n-—1-Fó 


M = (a,b | a" = b? = 1, |a, b] = a? 


món e, 
[ot* 927] = [91, g, |. (gf? g2*) = gf ge^ [g,, ga] sR 


特别 地 , (aelbez )2 = qe. 
设 ceG\M. RA P eM 且 G= (M0) = (a,b,c). 假设 


P=anbm, gc=anpm, p= aMn pma, 


因为 o(c) < p^, 故 可 设 P = amiPp"2, 由 a^ — a" 7:2 可 知 (aP) — amur, 再 
由 cp € M,a” € Z(M) 可 知 (a?)^ = aP. 因此 az = amir, 则 m? = 1(mod pn 一 
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从 而 mi; 三 1(mod p^7?). 令 mi; = 12- m3 p^-?. W 
[a, c] — ap" maa lare] = amup™ [a c] = h 
由 o(b^) = p 和 m2, = 0(mod pey, 令 m = kapt, 则 


bc" -z aka2p” (1 十 ma22 十 … 十 7n3a)bmm3o | 


X. [b, cP] = [bamaipbma] = 1. Wl] maa = 1(mod p). EIIE [b,c] =a?”. 
ve e N+ 都 有 


ac = a1 mii p" ) + makap pemn, 
特别 地 , [a, c^] = amr", 又 
[a, cz] = [aamipbma] = [a, ^2] = [ama = ama?" +5. 


因此 , mip”! = map"-! + 6(mod p^). 故 可 设 mi, = map? + kip. 因此 


rats p! n—1-4ó 


(a, e] = a ap vn [are] = ge ; [a? , a zT, 


其 中 当 5 = 1 时, 可 用 kip! EHÉ mapt + kip". 
此 时 从 上 述 关系 式 可 知 


Gy S (a"7) « Z(G): 
iioii itii Vg1, 92 € G, el,e2 € N+ 都 有 
[的 92] = [m go] *" lfgr, 2], gi]? 3 igi, ga], gz] 560279. 
特别 地 , 对 e > 0, e= ei(mod p) 都 有 
|a, c*] = amaaeap” ^ pen. 
Xj e > 0, 利用 数学 归纳 法 可 得 


(ca)* = cata a a(e)p^-? poe) , 


其 中 a(e) = Zele — 1). 
特别 地 ， 


(ca)? = PaPa?" bP, (ca) = Pa”. 
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因此 
(cb)? = PoP [b,c] 3P- — p», (crasbt)? = crP asp . 


这 样 我 们 可 以 选择 一 个 阶 不 大 于 p? 的 c. bi p? < olc) = p" < p^, WH c 
替换 ca mus" " 即 得 cr” —1 Hoc? = amip™ pm, 
综合 以 上 讨论 可 知 G = (a,b, c) ond 定义 关系 


n-—14-ó n—1 


a?” 一 一 bP — l, la, b] = a? | c? = amp b™2, 


la, c " gap" 1*1 +k p"? pma [b, c - ak2p™ 一 


此 时 根据 GM 中 是 否 存在 p 阶 元 分 两 种 情形 讨论 . | 
情形 1 G\M 中 存在 p 阶 元 . 
此 时 可 设 G = (a,b,c), 具有 如 下 定义 关系 


n—14-ó 


a? e bP = L, [a, b e^ a” ) c? = 1, |a, c] = atip" pma, [b, c] 一 QA2P 


n—1 


并 且 对 每 个 9 € G, g 可 以 唯一 表示 为 g = abec, 其 中 
ey zl, eps €2 = l, = P; 63 = 1,- P. 


因此 对 于 > 2 都 有 g” = (aeibeaces)m = aeri H G 和 交换 群 Cn x C, x Cp 的 
各 阶 元 素 个 数 相同 . 此 时 根据 d(G) = 2 或 d(G) = 3 分 两 种 情形 讨论 . 

子 情形 1.1 d(G)-3. 

此 时 mia =0 且 G' < 2(G)., 总 是 可 以 假设 [a, c] = 1. 若 否 , ki 关 0(modp) 且 
6 = 0. 存在 e 满足 ek = 1(mod p). 用 c 替换 ce 可 得 [a,c] = a?" . 再 用 c 替换 
bte 可 得 [a,c| — 1. 

E G 交换 , 则 得 到 定理 中 的 群 (Hi). 以 下 假设 G 不 交换 . E G 的 所 有 p 阶 元 
都 交换 , 则 得 到 定理 中 的 群 (Ha). 若 否 , 总 可 以 假设 ks z 0(mod p). 此 时 存在 e W 
Æ ekz = 1(mod p). 用 ec 替换 ce 可 得 [b,c] = a^" . Æ 6 = 1, 则 得 到 定理 中 的 群 
(H4). 2$ 0 — 0, 用 a 替换 ac 也 得 到 定理 中 的 群 (H4). 

子 情形 1.2 4d(G) = 

此 时 miz 关 0(mod p). 存在 e 满足 em1s 三 1(mod p). 用 ec 替换 ce 可 得 m12 — 1. 
E G 的 所 有 p 阶 元 都 交换 , 则 [b.c] = 1. ERE 6 = 1, 则 得 到 定理 中 的 群 (Hs). 若 
6 = 0, 则 得 到 定理 中 的 群 (He). 以 下 总 是 假设 [b c] 关 1. 若 5= 0, WEE e 满足 
ek; = 1(mod p). 用 a 替换 ace 可 得 5 — 1. 因此 总 是 有 [a,b] = 1. H b 替换 c, c 0E 
换 asp" b, 得 到 


n—1 


|a, bj = c6; lnc] 551, [b, c] 一 qã2P 
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Zi z?k, 三 1(mod p) 可 解 , 则 用 b FH 57 得 到 定理 中 的 群 (Hz). Æ rk = 1(mod p) 
不 可 解 , 设 v 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 且 r?k = v(mod p) 可 解 . 则 用 b 替换 好 得 
到 定理 中 的 群 (Ha). 

下 证 (Ha) 和 (Hz) PAH. 若 否 , 则 存在 同 构 映射 把 (Hz) 中 的 gi = a° bec. 
对 应 到 (Hg) 中 a, 把 (Hz) 中 的 go = afibf2cfs 对 应 到 (Hg) "P 6. 显然 o(gz) =p H 
o(q1) = p^. WE p~? | fy H ptei. 但 是 


(92. [91, 92] = [g2, c**] = [b^ , c *] = (b, je ^^ = gf ? 


情形 2. GM 中 不 存在 p 阶 元 . 
用 c 替 换 ca mr? 可 得 cp — p"? H c? — 1. Wl] ma z 0(mod p) B g eG T 
以 唯一 表示 为 g = ac, 其 中 


n-—1 


n—1 
I - 


ë= l,e 1 
再 用 8 替换 c, bm 替换 co, 整理 原 有 关系 式 可 得 , G = (a, 0), 具有 如 下 定义 关系 


n—1 


a" =b" =1, [a, b] 2 a" "peor, (a, 0] 2 [aP b] -a ^? , [a?", b] — [a , b] 2 1. 


因此 对 于 大 > 2 都 有 gr = (abt) = ao» B. G 和 交换 群 Cpn x Cp 的 各 阶 元 
素 个 数 相同 . | 
由 [[a, 5], a] = [b*??, a] = a- ^29" ^, fa, b], b] = [a*:?" ^, bj" = air" ^ 可 得 
[a**, b*?] = [a, bJ*:* [[a, b], a]*2 2€: €: 9 jja, b], b]e+3°2(e2—1) "Y (at: Np™ (be2 ^o». 


其 中 


1 1 
^i = ki Cs k2e25 (61 -一 1)p 十 kis (ea c Dep"? (mod p?), À2 -一 k2e1(mod p). 


H ; 是 2z = 1(mod p) 的 解 . 此 时 可 选择 ei, ez 满足 
Ay 5 0, 1, 5; Ag z 0). 1. 


因此 用 a 替换 ae, b 替换 502, 可 得 6 个 群 . 它们 分 别 是 定理 中 的 群 (Ha), (Hg)— 
(Hiz) 以 及 


1 


G = (a,b | a" = 加 = 1, [a,b] = aP™ bP). 


对 于 最 后 一 个 群 , 用 b B arb 可 知 它 同 构 于 群 (Hi). 

下 证 (H2), (Hg) 一 (H12) 互 不 同 构 . 其 中 只 有 (Ha) 交换 . (Hg) 与 (Hii) 的 导 群 
Æ p 阶 的 , (Hio) 与 (Hi2) 的 导 群 是 p? 阶 的 . (Ha) 与 (Hio) 存在 正规 循环 的 二 极 大 
TÆ, 而 (Hu) 与 (Hiz) 没有 . 
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综 上 所 述 , 定理 中 的 群 就 是 所 有 满足 定理 中 条 件 的 群 且 互 不 同 构 . 口 

除了 华罗庚 和 段 学 复 之 外 , 在 20 世纪 40 FRR 50 年 代 初 , 我 国 较 早 开展 有 
限 p 群 研究 的 学 者 还 有 叶 彦 谦 与 刘 声 烈 . 他 们 见 诸 于 文献 的 工作 是 [106] 和 [198]. 
刘 声 烈 在 文献 [106] 中 研究 了 导 群 循环 的 类 2 的 有 限 p 群 . 叶 彦 谦 在 文献 [198] 中 
给 出 了 交换 p 群 中 任意 类 型 的 子 群 个 数 的 计算 公式 . 下 面 对 他 们 的 工作 分 别 予 以 
介绍 . 

定理 4.1.11 设 G 是 型 不 变量 为 (p,p, ,ph") x Mp 3E, 其 中 hl < 
ko € 5 € kn. 再 设 hi, ho, ,hm Æ m(& n) 个 不 超过 局, 的 正 整 数 , 满足 

ha = ha = sa: = hin, Sn = ha = i n, 
> i = t = mn ema mes 

其 中 mi 十 mz 十 :十 mr =m, ky, <hi S kupili = 1,2, ,m;ko = 0). RJ G 的 型 
不 变量 为 (Da ph, ,phm) 的 子 群 个 数 为 


p TI] - D/M e-n 


i—1 p—1v»-1 


其 中 


t=) (n — ni + 1 — 2i)(h; — 1) + (7 十 7 十， +m —m)+ Y kp 
izi i=] j=0 

证 明 ”在 证 明之 前 , 先 引入 一 个 概念 . 设 S, 和 S, 是 两 个 pe 阶 循环 群 , E 
S183 Æ 1, 则 我 们 称 Sı 和 S2 是 相关 的 , 否则 称 Si 和 52 是 不 相关 的 . 易 知 相关 关 
系 是 等 价 关系 , 称 对 应 的 等 价 类 为 相关 类 . 若 5 = lg) 与 51 = (gi) 相关 , 则 可 设 它 
们 的 交 为 (g^) = (97°), HEH k <h. 再 设 = gP", W gag7' € Qk(G) < nn ai(G) 
这 说 明 S; < S10, 1(G). RZ, S10, , 中 的 p^ 阶 循环 群 也 一 定 与 Si 相关 . 从 
而 , 5 S, 相关 的 p^ 阶 子 群 的 个 数 即 S104 1(G) 中 的 p^ 阶 循环 群 的 个 数 ， 设 
ky < h € kry, M Qh_1(G) 的 型 不 变量 为 


(p^, p2, . pap ... p 
所 以 |Q%-1(G)| = pice P^ g(n-vyh-1). 计算 可 得 , S10;_1(G) 中 的 p^ 阶 循环 群 的 个 
数 为 
(Shi(G)| — |Q4 1(G)D/ (p^ — p^71) = pica “e nr DO), 


上 述 个 数 也 是 与 5, 相关 的 p^ 阶 子 群 的 个 数 . 
首先 证 明 绪 论 对 m = 1 成立. 此 时 需 证 明 G 的 p^ 阶 循环 群 的 个 数 为 


p'(p^^^ — 1)/(p — 1), 
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其 中 t= (n 一 vi 一 1)(hi - 1) + Y, kp. 通过 与 上 面相 似 的 计算 可 得 
(Rr (G)| = p&o pO 一 ptgn- tht 


(Qa 1(G)] -— p% 4-o bp h=) 一 p'phi-1, 


从 而 p^ 阶 循环 群 的 个 数 为 
(IQ, — [n 1])/(p* — p'171) = p (p — 1)/(p — 1). 


结论 对 m = 1 成 立 . 

以 下 假设 结论 对 正 整 数 m RL, 由 此 推出 结论 对 m 十 1 也 成 立 . 设 H 是 一 个 
型 不 变量 为 (p,p, pe) RTE, S 是 一 个 pie 阶 的 循环 子 群 . 则 子 群 HS 
的 型 不 变量 为 (pi, p^z,... , p», p») SERNA S 与 H 中 的 任何 pet 阶 循环 
子 群 都 不 相关 . 

id ngs(G) 为 使 有 HS 的 型 不 变量 为 (p,p, … , p^», p^n9) 的 (H,S) 对 的 个 
数 , nm(G) 为 G 中 型 不 变量 为 (z ,po p^») 的 子 群 的 个 数 , cn+i(G) 为 G 中 
p^»: 阶 循环 子 群 的 个 数 , cn+1(G, 瑟 ) 为 与 H 中 的 pra 阶 循环 子 群 相 关 的 p^ 
阶 循环 子 群 的 个 数 . 

E csua(G,H) 只 与 H 的 型 不 变量 有 关 , 并 有 下 面 的 公式 


nins(G) = nm(G) x (e41(G) — ecm+1 (G, H)). 


另外 , 设 天 为 型 为 (pia phe,- phm ph) 的 子 群 ， 也 可 以 用 上 面 的 公式 求 得 
ngs(K). 两 数 相 除 就 得 到 了 G 中 型 为 (p,p, , p^», p^») 的 子 群 的 个 数 . 即 


ngs(G) 
ngs(K) 


由 m= 1 的 证 明 可 知 , G 的 pret 阶 循环 子 群 的 个 数 为 


nm+1(G) = 


Cm41(G) = p" ("H — 1)/(p — 1), 


其 中 w = (n < vm = han = D+ 572) 由 于 与 一 个 prr BEST 
群 相关 的 循环 子 群 的 个 数 为 p", 所 以 G 中 共有 (ppm — 1)/(p — 1) 个 p^r 
阶 循环 子 群 的 相关 类 . 设 H dé G 的 一 个 型 不 变量 为 (p,p, p) 的 子 群 . 
同 理 可 得 H 中 共有 (p" — 1)/(p— 1) = B 个 pv 阶 循环 子 群 的 相关 类 ， 所 以 
cm+1(G, H) = Bp" = p"(p" — 1)/(p — 1). 计算 可 得 


ngs(G) = na (G)p" *" (p^ "n7" — 1)/(p — 1). 
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同 理 对 于 K 有 
Cnti(R) = p Uma (gm — 1)/(— 1). 


由 于 K 中 与 一 个 phe 阶 循环 子 群 相关 的 循环 子 群 的 个 数 为 pem) 所 以 
Eg (C, HY) = piro = a D (m. — 1/5 — F). 


计算 可 得 ngs(K) = p"^vn4(K). 

下 面 利 用 归纳 假设 来 计算 n OC). 此 时 , 当 i< mi 时 , vj =m 十 1 一 mi; 当 
m; < i <S mı +m HF, vi = m +1 -— (mi + ma); :-; Ami +m mu a < 
iX mi +m +- + mri BT, vi = m +1 -— (m +m +- +m) 最后, 5 
i» mi +m +- + Mpi 时 ， pcl (对 于 fer € Ra) 或 者 w-O0 (对 于 
"TER = T 


首先 看 hm+1 < hm 的 情形 . 此 时 ， 


Py n — v2 — 2i)(h; = 1) 
i=l 


1 mo ni 
(mi + mat tm m?) +) Y haac 
i—1l p=0 
mi mitma 
= (m +1— 2i) (ha, -— 1) 十 >. (mı 十 7722 + I= 2i) (hmr+ma un 1) 
s= i=m; +1 


m 
1 
Ferry > (m *- 1 — 2i) (hs — 1) + z (mr mi mi - m) 
i—m-—m,;. 
T 
T ` My (min 二 ma T Mp+2ħmi Em, HT meh Mh) 
p=1 
=—mim2(hmtmz — 1) — ms(mi + m2) (hmimatms — 1) — 5 
2 


1 
一 ?mr (m — Mr) (hm = 1) + g(mi 十 m2 T Mp — m?) T mh 4i 


r—1 


Ks PR my (mbi hm; 4. mua ikt Mrhm) 


=] 

1 1 
=Mhħhm+1 + gm TO 十 :十 mr)” 一 "uud 
= 

此 时 还 有 


r my 


[v7 -9/ IT Io" -0-1 


p= p=] 
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因此 n4 (K) = pm, 计算 可 得 


njen 


p? mhi (p — 1) 
Vm--1 
EE R E DTP gnis m -1 
一 nm (G) p?mhmai (p -— 13 
Vm--1 
Ri —Vm+1 一 1 一 2 hm+1—1)— k 
-nga(G)* p-1 ipo mt Fires p u 


将 nm(G) 代入 上 式 后 可 知 对 于 m 十 1 绪论 也 成 立 , 
i hari -— lios 则 同 理 可 算出 t = mhi — Mr 以 及 


pen -— | 
m—rv;—i-r2 j = 
IÇ y/I lI Iiw- -A 
=l v=] 
p" mr 二 1 1 
因此 nm(K) = ptem 计算 可 得 
UH (gn Um —m — 1) 
"m 1G) = nm (G) o m. (pm tl — D) 
—P-—XX X. 本 Tn —Vpm-— 
eo (pm i) 


=Nm(G) p2mhm 1 -Mr (Dmr 十 1 1) 


"mol 
n—Vm—m. 一 ] (n—-w441—1-2m)(hm41—1)—-(m—m.)4- 2 ku 
H= 


| -na(G)* p 


prt — 


将 na (G) 上 式 后 可 知 对 于 m 十 1 结论 也 成 立 . " 
刘 声 烈 在 文献 [106] 中 研究 了 导 群 循环 的 类 2 的 有 限 p SE, 获得 了 以 下 结果 . 
定理 4.1.12 ik G 是 导 群 循环 的 类 2 的 有 限 p 群 . 若 |G'| = p", 则 存在 正 整 

数 m= m 2 m 2- > m, 444 G/Z(G) 为 型 不 变量 为 


PR Qum p"a ma m m 
(p D ,"** p "Dp r) 


的 交换 群 . 进一步 , 存在 G 的 7 个 包含 Z(G) 的 正规 子 群 Gi, G2 ,Gr 满足 
(1) G = G1G3-:: Gr; 
(2) Vi # j, Gin G; = Z(G) E [G;, G;] = 1; 
(3) G;/Z(G) 的 型 不 变量 为 (p™i,p™), #P1<i<r; 
(4) |Gi| = p" 
(5) 存在 g1,g1 € G1 使 得 G1 = C = (lgi, 1)]); 
(6) 存在 gi, Ji € Gi 使 得 [gg] = [c h]" “, 其 中 1<igr. 
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WEBB — X [gu g] Z UG), 则 由 G" 循环 可 知 G' = ([o,91])- e 
G1 = (g1, ğı, Z(G)). 
则 G$ = G'. 由 c(G) —2 可 知 ， [91 ; gil ma [91 91] 2 [g:. gi. 从 而 
o(g1Z(G1)) = o(àZ(61)) = p™. 

所 以 G1/2(G1) 的 型 不 变量 为 (p^, p"), 其 中 Z(G1) = (9,3). B IG =p” B. 
c(G) = 2, 易 知 外” e Z(G) WIS? e Z(G). 从 而 Z(G1) = Z(G). 此 时 , G1/2(G) 
的 型 不 变量 为 (p™,p™). 

任 取 yeG. y g Calg), 则 可 设 [gy] = [091, 1]? 此 时 , yg1 ® f Cc(9i). 这 
说 明 G = Cco(gi)(g1). IB, G = Co (gi) (gi). 由 此 可 知 


Ca(g1) = (Cc(g1) N Ca(91))(91)- 


S 
H = Ca(61) = Ca(g1) N Ca(à1). 


则 上 式 可 写作 Ce(gi) = H (g). 从 而 
G= Coe(g)(9) = (H (g91)) (J1) = H * G1. 


由 于 Z(H)<H NG =Z(G1)=Z(G), 所 以 有 Z(H)=Z(G). Æ H AH&, M G=G1. 
X H 不 交换 , 可 设 H' =p. 由 数学 归纳 法 可 设 H = Go- G, 满足 定理 条 件 , 从 
而 定理 得 证 . 口 
由 定理 4.1.12 可 以 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 4.1.13 设 G 是 导 群 循环 的 类 2 ATR p 群 . 9,91,92.92, , 9r, Jr 如 
定理 4.1.12 所 设 , 则 G 的 元 素 可 唯一 地 表示 为 


91 9 --- gr^ 9e 2, 
XTOszrzcp*"5,0syyc«»",i-1,2,---,r0,2cZ(G). 
设 G 是 导 群 循环 的 类 2 WAR p 群 . 刘 声 烈 在 文献 [106] 中 称 定理 4.1.12 中 


的 9191," ,9r9r 为 群 G 的 一 组 底 . 若 his hi, i hs 为 群 G 8155 —28JK., 则 
由 定理 4.1.13, 存在 2r x 2r 矩阵 


Gt Di c: äp b, 

Ci du c: € d 
jd 一 > .* 

Gri Wi a Uy Up 


Cri dr1 Te Crr drr 
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使 得 
,三 gen gin (s Gar a gs, hs = ge gae e ger gear z,. 
其 中 
25,2, € Z(G), OS ai, bn Chuda « p'*, 1,5—1,2,--,r. 

文献 [106] 称 这 个 矩阵 为 底 的 变换 矩阵 . 文献 [106] 中 给 出 了 和 矩阵 T ARRE 
阵 的 充分 必要 条 件 . 

定理 4.1.14 设 G 是 导 群 循环 的 类 2 的 有 限 p SÉ. 矩阵 T 如 前 所 设 , 则 T 
为 底 的 变换 矩阵 的 充分 必要 条 件 为 了 了 PT? = P (mod p"), 其 中 


P= diag(pm 一 ma jm-m peti p"-ma " pt fir pemr, 


dii —On cc dir —ĉir 

—bi; a4 c: —bir Qir 
T^ = E 

dii 一 Cr hcic e - —Crr 

—br1 ri dak 一 br7 Arr 


证 明 KA G/Z(G) 为 交换 群 , 所 以 可 将 G/Z(G) 的 运算 用 加 法 来 表示 . 我 们 
定义 一 个 从 G x G 到 Zom 的 双 线 性 映射 了 满足 : 
f(x,y) = k, T [x,y] = 


对 于 癌 量 X 一 (21,22,*** 可 我 们 定义 XXT mms (Fx, $,)). 由 于 iji“ "* Tm 
为 群 G 的 一 组 底 . WX =g, 有 计算 可 得 XXT — Pdiag(C, C, - - ,U), 


其 中 | 
c= | di | 
-i Ü 
同 理 , W Y = (hihi, ,hy,hr)T, 计算 可 得 YYT = Pdiag(C,C,… ,0). ET X 
从 9,817.95 9c S] hi hi, huh, 的 变换 矩阵 , WA Y = TX. 由 于 f 为 双 线 
性 映射 , 故 YYT =TXXTTT, Bl 
Pdiag(C, C,--. ,C) 2 TPdiag(C, C, -.- , C)TT. 
容易 验证 
diag(C, C, --- ,C)T " diag(C^ 1, C71,... 071) « T*. 


从 而 定理 中 的 条 件 成 立 . 
反之 , © T WE TPT’? = P (mod p"), 由 以 上 证 明 易 知人 为 底 的 变换 矩阵 . 口 
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4.2 RHR p 群 领域 的 早期 工作 


早 在 20 世纪 60 年 代 , 徐 明 曜 就 在 他 的 本 科 毕 业 论 文 [179] 中 对 正则 p 群 做 了 
较为 系统 的 研究 . 由 于 历史 原因 , 这 些 结果 大 部 分 直到 20 世纪 80 年 代 以 后 才 陆 续 
被 整理 发 表 .“ 文 化 大 革命 ” 后, 徐 明 曜 又 在 他 的 研究 生 毕 业 论 文 [181] 中 对 p 群 的 
RAHIT T RAWA. 后 来 , 他 改变 了 主要 研究 方向 , 在 80 年 代 中 期 开创 了 “和 群 
与 图 ”的 研究 领域 . 他 于 北京 大 学 退休 后 , 2003 年 被 山西 师范 大 学 聘 为 特聘 教授 , DX] 
看 到 国际 上 p 群 研究 又 趋 活跃 , 遂 重 新 进入 有 限 p 群 的 研究 领域 , 并 在 山西 师范 大 
学 带 出 了 一 个 有 限 群 的 研究 团队 . 本 节 主要 介绍 他 的 本 科 毕 业 论文 由 79] 和 硕士 
毕业 论文 [181] 中 的 工作 . 

首先 介绍 他 的 本 科 毕 业 论 文 [179] 的 工作 . 这 篇 论文 共 5 节 , 第 1 节 讨 论 了 p 
群 的 正则 性 , 并 给 出 了 正则 性 的 一 个 纯粹 的 究 结 构 的 刻画 . 第 2 节 讨论 了 有 限 亚 交 
H p 群 的 正则 条 件 , 特别 是 二 元 生成 的 情形 , 给 出 了 它 的 一 个 真正 意义 下 的 充 要 条 
fr. 第 3 节 至 第 5 节 讨 论 正 则 p 群 的 构造 . 其 中 第 3 节 对 正则 p 群 的 唯一 性 基底 
定理 给 出 了 一 个 构造 性 的 证 明 . 第 4 节 讨 论 了 二 元 生成 导 群 循环 的 有 限 p RE. 第 5 
节 则 分 类 了 型 不 变量 分 别 为 (e,1,1) 和 (1,1,1,1) 的 正则 p 群 并 在 此 基础 上 给 出 了 
p*(p > 3) 阶 群 的 一 个 分 类 . 

下 面 介绍 他 在 第 1 节 得 到 的 主要 结果 . 这 些 结果 “文化 大 革命 ” 后 发 表 在 国内 
的 数学 学 报 上 , 见 文献 [180]. 下 面 要 介绍 的 拟 正 则 群 的 概念 在 他 的 本 科 毕 业 论文 
[179] 中 仅仅 作为 一 个 性 质 提出 , TE [180] 中 被 称 作 “ 半 p 交换 p 群 ”. 

定义 4.2.1 称 有 限 p 群 G 为 拟 正则 群 , 若 对 任意 的 ab EG, 


(ab)? = 1 «—» aPb? — 1. 


由 定理 1.11.5 (4) RJ AH, 正则 p 群 一 定 是 拟 正则 群 . 反之 不 一 定 成 立 . 

例 4.2.2 4 G = Gi x Ga P Gi = (ab | à? = b? = 1 [a,b] = a?), 
Ga = (z, y | 1” =y” =z” =1, [z, y] = z, [z, z] = [z, y] = 1). 则 G@G 是 拟 正则 和 群 但 不 
是 正则 群 . 

WA — 取 二 元 生成 子 群 H = {faz, by}. 计算 可 得 , [azx, by] = Ja, b][r, y] = a?z. 
因为 (by)-'a?z(by) = (b-*a*b)(y-!zy) = al2z, 故 HH” 非 循环 . 由 定理 4.2.12, 正则 
3 群 的 所 有 二 元 生成 子 群 都 有 循环 导 群 , 故 G 不 正则 . 但 另 一 方面 , 由 Gi M G 
拟 正则 易 验 证 G EMEN. o 

例 4.2.3 4 G= (r,y |17" =y” = 1, |x, y] = 17), P m,n 22. MG 
是 拟 正 则 群 但 不 是 正则 群 . 
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uERH DA G 为 内 交换 2 群 且 


Wi(G) = (G) = Z(G) = (3*,y?), Q(G) = a7," ). 
4 ġ: a($4(G) — a?. Œ Q41(G) < Z(G) 可 知 o Æ G/Q (G) 到 01(G) 的 映射 . 由 
(ziyiz02" )2 = ry 可 知 o 为 满 射 . 再 由 |G/Q1(G)| = |U1(G)| 知 o 为 一 一 映 
射 . 从 而 a? = b &ab-! e Q (G). 由 此 可 得 


ab 214a) =b « (ab)? 21. 


G 为 拟 正则 群 . 由 定理 4.2.11, 正则 2 群 为 交换 群 , 所 以 G 不 是 正则 群 . 口 

命题 4.2.4 设 G 是 拟 正 则 p 群 . 则 

(1) $3(G) = (6); 

(2) 对 任意 的 a,beEG 有 [a?,b|=1 « [a,b?=1 « [a,0?| 2 1; 

(3) # x E Qı(G) 且 aEG 则 (az)? = a. 

证 明 — (1) 假定 a,b € Quy (G). Dll a» = b? — 1. BOE X 42.1 A (a !b)? — 1, 
即 a-!b € Q4 (G). 这 说 明 05, (G) 是 子 群 , 于 是 O3 (G) = (G). 

(2) 由 定义 4.2.1, [aP, b] = a? (tab)? = 1 等 价 于 (aab)2 = 1, 即 (a, b]? = 
1. 类 似 的 推理 给 出 [a,b]? — 1 «— [a,b] = 1. 

(3) 因为 1 = x? = (a-laz)?, 定义 4.2.1 给 出 (az)? = aP, 结果 得 证 . 口 

下 面 这 个 定理 说 明 拟 正则 性 是 正则 p EE SS AI P] c AE AI B] E 

定理 4.2.5 有 限 p 群 G 是 正则 群 当 且 仅 当 G 的 每 个 截断 是 拟 正则 群 . 

证 明 ”由 定理 1.11.5 (4) WAEN p 群 一 定 是 拟 正则 的 . 由 此 易 知 必要 性 成 
立 . 以 下 证 明 充分 性 

假定 结论 不 真 , 并 设 G 是 最 小 阶 反 例 . 则 有 

(a) 51(G') = 1: 因为 G 不 正则 , 由 定义 存在 两 个 元 素 z,y € G 使 得 (zy)2 = 
Pyre, 其 中 cula, yy). 由 G 的 最 小 性 , 有 G= (zx,y) B. 01(G')=1. 

(b) 01(G) < Z(G): 对 任意 的 a,b € G, 由 (1) 有 [a,b]? — 1. K G WEN, 由 命 
题 4.2.4(2), 得 

[a?,b|=1, Va,beG. 


H b 的 任意 性 , a? € Z(G). 又 由 a 的 任意 性 , 得 01(G) < Z(G). 

(c) Z(G) 循环 , 并 因此 51(G) 也 循环 : WETA, 则 G 有 两 个 p WERTE 
M 和 NN 使 得 MNN =1. 由 G 的 最 小 性 , G/M 和 G/N 均 正 则 , 再 由 (a), 它们 都 
p 交换 . 因此 G/M x G/N 4& p 交换 . 因 G AHF G/M x G/N 的 子 群 , G 亦 p 交 
换 , FJA. 
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(d) G 本 身 p 交换 , 从 而 最 终 得 到 矛盾 : 设 G = (a,b), 并 设 ola) > o(b)， 则 
有 a?,b? € G1(G)， 由 (c), 51(G) 循环 . 故 存 在 正 整 数 m 使 得 a"? = tr， 因此 
(a-mb)? = 1. 这 时 我 们 有 G = (a,a-mb) = (a)Q1(G). 于 是 每 个 元 素 ze G 可 表 成 
r 二 at 的 形状 , EF t en(a). 对 于 任 两 个 元 素 a't, ait! € G, 其 中 t,t € Q1(G)， 
由 命题 4.2.4(3) 可 得 


(a't - at)? = (attit, a?]t")? = (a**7)? = a? . aJ? = (at)? (a?t")?. 


因此 G 是 p 交换 群 . 这 个 矛盾 完成 了 定理 的 证 明 . 口 

定理 4.2.5 的 条 件 可 以 作为 正则 p 群 的 等 价 定义 , 它 是 纯粹 用 p RRR AE 
质 来 刻画 正则 性 的 . 这 也 回答 了 Mann 后 来 在 20 世纪 70 年 代 提 出 的 公开 问题 : 能 
否 只 用 帘 结 构 性 质 来 定义 正则 p 群 . 这 个 回答 比 问题 的 提出 早 了 将 近 十 年 . 

下 面 是 第 2 节 中 的 主要 结果 简介 . 详细 内 容 我 们 推荐 读者 参看 文献 [186]. 第 
2 节 首 先 给 出 了 一 个 换 位 子 公式 . 

命题 4.20. 设 G 是 亚 交换 群 , a,bE G, m 之 2. 则 


m m-i 


(ab) = gp [I li lib, ja]|"*5, 


i-1l j=1 


| (m—1Yfm— 1 m —2N (m —2 v 3 j T0 " 
"s -( j «t j VE Gi) s "Sh 
m-—1V/ím-1 m —2X/ím-—2 1 一 1]\ 一 1 
m= ( j imal j Mezat j ic) ses 


利用 上 述 换 位 子 公 式 , 在 [79] 中 得 到 了 以 下 主要 结果 . 

定理 4.2.7 设 G 是 二 元 生成 的 有 限 亚 交 换 p 群 且 G' 是 初等 交换 群 . 则 G 
是 正则 p 群 的 充 要 条 件 是 c(G) < p. 

上 面 的 这 个 定理 是 关于 正则 p 群 的 第 一 个 真正 意义 上 的 充 要 条 件 . 定理 4.2.7 
在 1969 年 被 Brisley 和 Macdonald 发 表 在 文献 [49] F. 后 来 徐 明 曜 在 [181] P, RI 
用 新 发 现 的 换 位 子 公 式 ( 即 本 书 第 1 章 提 到 的 徐 公式 ) 对 这 个 结果 给 出 了 一 个 新 的 
证 明 . 这 些 工 作 体现 在 文献 [186] 中 . 下 面 我 们 给 出 这 个 定理 的 一 个 等 价 形式 并 利 
用 徐 公式 的 证 明 ， 

定理 4.2.8 设 G 是 二 元 生成 的 有 限 亚 交换 也 群 . 则 G 是 p 交换 的 充 要 条 件 
是 G' 为 初等 交换 群 且 c(G) < p. 

证 明 <: 对 任意 的 a,b e G, 由 命题 1.1.10, 
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er =e ( I iot o)» 
i+j<p 
因为 c(G) < p, 对 任意 i 有 [ia,(p 一 让 b-!] = 1， 又 因为 G' 是 初等 交换 群 ， 对 于 
i 十 7 之 p 也 有 [ia, jb] 21. 于 是 对 任意 的 a,be G 有 (ab)? = a^. 因而 G X p 
交换 的 . 

=>: 设 结论 不 真 , HX G 是 最 小 阶 反 例 ， 则 由 G 的 最 小 性 有 c(G) 2 p H 
IG,| = p， 因 为 G 由 二 元 生成 , 可 设 G = (a,b)， 由 命题 1.1.5(2)，G 由 换 位 子 
[z1, 22, -- ,Tp] 生成 , 其 中 zx; = a BE b. 再 由 命题 1.1.8(5), 有 


G, = (lia, (p — ib] | i= 1,2,--- p— 1). 
H c(G) =p 有 Gp < Z(G). 由 命题 1.1.10 及 G' 初等 交换 可 知 


(ab)? =a? lI fia, jb] \ (55) bP 
i*j&p 
p-1 
=a? | [lia, (p — i)jb7? 
i=1 


= c^t» TT lia, (p — i)b]. 
由 G' 初等 交换 及 G 为 p 交换 可 知 
Tio (p — i)b] = 
在 上 式 中 以 jo。 [$2,582 1,2,:*- " 1, 用 命题 1.1.7(3) 得 
[[(i.(p-)8* 21, s=1,2,...,p—1. 


如 果 把 它们 写成 加 法 形式 , 可 看 成 是 域 GF(p) 上 的 p 一 1 个 关于 未 知 数 [ia, (p— i)b], 
i 二 1,… ,p 一 1 的 齐 次 线性 方程 组 , 其 系数 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 


p-1 (p-1P -Dr- 
-1.2..(p-2 ][] G-2*96 
1 
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因此 只 有 零 解 , 即 
lia,(p—i)]-1, i=1,2,...,p—1. 


由 此 得 G, = 1, c(G) < p, 与 假设 c(G) =p FHA. 口 

定理 4.2.9 ”有限 亚 交换 p G 是 正则 p 群 的 充 要 条 件 是 对 于 G 的 每 个 二 
JG TRE H A Hp < G1(H'"). 

WEB] —— 由 G 正则 可 知 H 正则 , 进一步 H/O1(H") 也 正则 . 由 定理 4.2.7 
可 得 c(H/Oi1(H")) < p. Bit, H, < O1(H). 

4: R ry 是 G 的 任 二 元 素 , H$ H = {z,y} 及 H = H/oQ(H). W 
c(H) «p H. H' 初等 交换 . 由 定理 4.2.7 可 知 互 正则 . 从 而 | 


(zy) = zryrd， 其 中 deU(H). 


故 G EEN. 口 


定理 4.2.10 设 G 是 二 元 生成 的 正则 p 群 , 则 Gp < 9(G"). 
证 明 “只 需 考 虑 G/O(G'), 由 定理 4.2.7 立 得 . 口 


上 述 定 理 是 关于 正则 p 群 的 第 一 个 较 深 刻 的 必要 条 件 . 应 用 这 个 定理 , 我 们 可 
以 很 容易 地 推出 关于 正则 2 群 和 正则 3 群 的 著名 刻画 , 即 下 面 的 两 个 定理 (这 两 个 
定理 的 原始 证 明 都 是 很 长 的 ). 

定理 4.2.11 ”正则 2 和 群 是 交换 群 . 

WA 设 G 是 正则 2 群 , a,b € G. WK — (a,b). 由 定理 4.2.10, Kz < (K^). 
这 迫使 K'— K: = 1, 因此 ab = ba. 故 G 是 交换 群 . 口 

定理 4.2.12 (1) 设 G 是 二 元 生成 正则 3 群 . m] G' 循环 . 

(2) AFR 3 群 正 则 当 且 仅 当 它 的 每 个 二 元 生成 子 群 具 有 循环 时 群 . 

证 了 明 (1) 设 G= (a,b). 由 定理 4.2.10, Ga < (G^). 所 以 G" = ([a,b], Ga) = 
([a, b]) 为 循环 群 . 


(2) 是 (1) 的 直接 推论 . " 

定理 4.2.7 还 有 如 下 推论 . 

ipkocu ik G 是 二 元 生成 的 有 限 亚 交换 p FÉ, ROG 正则 . 则 w(G) < 
D 


jeje. 
2 
WEB] AR G = G/U (G), G 仍 为 二 元 生成 的 亚 交 换 p E, H exp(G) = p. 
因此 , G ” 必 为 初等 交换 p 群 . 用 定理 42.7, c(G) < p. 再 用 引 理 1.1.5, G; 模 Gi. 
由 i 一 1 个 元 素 生成 , 所 以 


es m B (p—1)(p—2) 
[G | « pi*?* -(p-2) — D 5 
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再 由 d(G) = 2 得 
|g| » p 2 y) « get p. 
故 
(p — 1)(p — 2) 
Eg. ——ÉE 
w(G)x2- 2 


口 

推论 4.2.13 的 结果 是 最 好 的 . 文献 [179] 在 第 2 节 的 最 后 , 给 了 一 个 w(G) 达 
到 上 界 的 例子 . 

Bj 4.2.14 设 4 是 阶 为 pp-DP-212 的 初等 交换 也 群 , 有 生成 元 cj, i+j € p, 
ij21. 为 方便 起 见 , 在 i 十 j 2 p 时 规定 ci; — 1. 这 样 , 对 任意 的 正 整 数 d, j, ci; 都 
是 有 定义 的 . 现 令 A ffe p 阶 循环 群 (a) 的 半 直 积 , 其 中 a 在 A 上 的 作用 由 下 
式 给 出 


e = 


Cij CijCi,j4-1: Vi, j. (4.1) 


再 令 G X B fe p 阶 循环 群 (b) 的 半 直 积 ; 其 中 b 在 BB 上 的 作用 由 下 式 给 出 


b zl b T 
a 三 QCil， Gij = CijCi+l,j VJ. (4.2) 


则 

(1) G 是 良 定义 的 ; 

(2) G 是 正则 的 ; 

(3) w(G) =2 + pri S 

文献 [179] 在 最 后 3 节 讨 论 了 正则 p 群 的 结构 . 首先 在 第 3 节 给 出 了 正则 p 群 
的 唯一 性 基底 定理 的 一 个 构造 性 的 证 明 . 这 个 证 明 使 得 该 定理 能 够 用 于 正则 p 群 
的 分 类 工作 . 第 4 节 和 第 5 节 应 用 这 种 构造 方法 , 对 两 类 正则 p 群 进行 了 分 类 . 

定义 4.2.15 有限 群 G 的 有 序 元 素 组 (1,09, b), 其 诸 元 素 的 阶 0(b;) = 
ni > 1,i 二 1,2,… ,7 被 称 为 是 G 的 一 组 唯一 性 基底 , 如 果 对 任意 的 gE G,g 均 可 
唯一 表 成 下 列 形式 : 


g= b b, 0 S m; «ni, $—1,2,---,r. 
EX 4.2.16 ik G 是 有 限 正则 p 3f, 4- 
Wi(G) = 01(G)Q;(G), i = 0,1,- ,6 — e(G). 


称 群 列 
01(G) = Wo(G) < Wi(G) < --- < We—1 (G) < W((G) = G (W) 
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为 G W SE. 
在 W 群 列 中 去 掉 重 复 项 , 再 任意 加 细 成 G 到 O1(G) 间 的 一 个 主 群 列 


G = Lo(G) > L1(G) > --- > L,(G) = O1(G) (L) 


叫做 G 的 一 个 过 RESI. 

下 面 的 定理 是 文献 [179] 的 第 3 节 的 主要 结果 . 证 明 可 参看 文献 [194 中 的 85.5. 

定理 4.2.17 (L) 是 有 限 正则 p 群 G Zz4£— L £5]. X& b; 是 Li_1(G)\ 
Li(G) 中 任 一 最 小 阶 元 素 , i= 12 ,0, M (bi, b2, bu) 是 G 的 一 组 唯一 性 
基底 . 

在 文献 [179] 的 第 4 节 利用 正则 p 群 的 理论 给 出 了 二 元 生成 导 群 循环 的 有 限 
p 群 (p > 2) 的 分 类 . 其 中 奇 阶 亚 循环 p 群 的 完全 分 类 整理 后 发 表 为 文献 [184]. 其 
主要 结果 如 下 ， 

定理 4.2.18 IR GE SCARE MESE p 8E (p 2) 只 有 下 述 两 种 互 不 同 构 的 类 型 : 

(1) (a,b | a" = 1,5" —1,a^ = a^"), nim,s AER, 且 secnm sm; 

(2) (a,b | aP” = 1,0?" = ap ,Qt = a'^P), nim,s,t AEK, B.s--t2 mns 
t < min(n, m}. | | 

虽然 从 文章 发 表 年 代 (1973 €) 看 , King 是 第 一 个 完成 奇 阶 亚 循环 p 群 的 分 类 
的 人 , 但 是 事实 上 , 徐 明 曜 才 是 分 类 亚 循环 群 的 第 一 人 . 

由 于 计算 量 比较 大 , 文献 [179] 在 分 类 w(G) = 3 的 二 元 生成 导 群 循环 的 有 限 
p 群 时 出 现 了 小 的 疏忽 . 二 元 生成 导 群 循环 的 有 限 p SF (p > 2) 的 分 类 在 1975 年 
被 Miech 发 表 [119], 由 于 Miech 没有 充分 应 用 正则 的 性 质 , 导致 他 的 分 类 比较 复 
杂 , 他 的 结果 中 有 一 类 群 中 的 参数 达到 了 9 个 之 多 . 后 来 徐 明 曜 和 张 勤 海 的 学 生 宋 
AECH [179] 的 基础 上 对 这 类 群 给 了 一 个 新 的 分 类 , 其 中 最 复杂 的 群 类 只 有 7 
个 参数 , 见 文献 [153]. 

文献 [179] 的 第 5 节 分 类 了 型 不 变量 分 别 为 (e,1,1) 和 (1,1,1,1) 的 正则 p 群 
并 在 此 基础 上 给 出 了 pi(p» 3) 阶 群 的 一 个 分 类 . 这 一 节 的 工作 和 第 3 节 的 工作 最 
后 被 整理 发 表 为 文献 [190]. 

下 面 是 型 不 变量 为 (e, 1,1) 的 正则 p 群 的 分 类 . 

定理 4.2.19 具有 上 不 变量 (e,1,1) 的 正则 p 群 ,e > 1, 同 构 于 下 列 群 之 一 : 

1) d(@) — 2. 

(1) (a,b, c | a = P — c? = 1, [a,b] = c, [ca] = [c,b] = 1), p 2 3; 

(2) (a,b,c | a = bP c? = 1, [a,b] = c, [b] = 1, [a] 2a" ), p2 5,022; 

(3) (a,b, c | a = bP = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = aP" ^), p25,022; 

(4) (a,b, c | a = P = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, 6] = a"?* ^), p > 5e 22, 
其 中 vv 是 模 了 的 平方 非 剩 余 . 
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2) d(G) — 3. 

(5) 交换 群 : Cone x Cp x Cp, Dp 为 任意 素数 ; 

(6) (a,b,c | aP”? = bP = c? = 1, [a,b] = [a,c] = 1, [b,c] 2a" ), p 2 3,e > 2; 

(7) (a,b,c | a =b — c? = 1, [a,b] = [b, c] = 1, [a, c] = a" ), p>3,e>2. 

前 面 我 们 介绍 的 是 徐 明 曜 在 他 的 本 科 毕 业 论 文 [179] 的 工作 , 其 中 部 分 证 明 
我 们 已 经 采用 了 他 在 研究 生 毕 业 论 文 [181] 中 给 出 的 改进 方法 . 下面 我 们 介绍 文 
HA [181] 的 其 他 工作 . 这 些 工作 的 重点 是 关于 p 群 的 寡 结 构 的 研究 . 所 谓 p SER] OR 
结构 ” 指 的 是 p 群 的 上 、 下 车 群 列 及 车 映射 的 性 质 . 譬如 , 正则 p 群 有 下 面 所谓 “ 正 
则 大 结构 ”的 性 质 . 

定义 4.2.20 ik G 是 有 限 p 群 . 

(1) 称 G 的 上 和 需 群 列 为 正规 的 , 如 果 对 任意 的 8 有 O,(G) = Qt3(G). 这 时 也 
称 G 是 阶 封闭 的 . 

(2) 称 G 的 下 震 群 列 为 正规 的 , 如 果 对 任意 的 s 有 Us(G) = Urs (G). 这 时 也 
称 G ARHAR. | 

(3) 称 G 为 广义 正则 群 , do X G 69 ET 3EP]35 E31, 并 且 对 任意 的 s, 映射 
7,:a€0,(G) = a", Y ac G X G/OQ,(G) 8] 0,(G) 上 的 一 一 映射 . 

在 [181] 中 , 徐 明 曜 首次 提出 了 ps 拟 正则 的 概念 (在 [181], [182] 中 被 称 为 “ 半 
p 交换 p RE) 并 研究 了 p 拟 正则 性 与 ps 正则 性 以 及 广义 正则 性 的 关系 . 

定义 4.2.21 设 s 是 正 整数 . ETE p SEG 叫做 ps WEM, 若 对 任意 的 a,b € G, 


a” =b 4 (a lb)? —1; 


或 者 等 价 地 


(ab) —1 «€ ap b" =1. 


定义 4.2.22 ik s 是 任 一 正 整 数 , 称 有 限 卫 群 G A p^ 正则 的 , 如 果 对 于 任意 

的 a,b E G, 恒 有 
(ab) = aP Wd ser 

其 中 ci € (a, by. 

与 拟 正则 类 似 , ps 拟 正则 有 下 面 的 性 质 . 

命题 4.2.23 3k G A p^ WEN) p 群 . 则 

(1) 9,(G) = Ris} (G); 

(2) 对 任意 的 a,beG 有 [a? ,6] 2 1 «9 [a,b]? —1 « [a,b] = 1; 

(3) Æ rc 0,(G) Rae G, R) (az)" =a”. 

定理 4.2.24 对 任意 的 s, AR p SEG X p^ 正则 群 当 且 仅 当 G 的 每 个 截 段 
X p? 拟 正 则 的 . 
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定义 4.2.25 AR pÆ G 叫做 强 拟 正则 的 , 若 对 任意 的 s, G 都 p? 拟 正 则 . 

拟 正 则 性 和 强 拟 正则 性 之 间 有 如 下 关系 . 

命题 4.2.26 有限 p 群 G 强 拟 正则 当 且 仅 当 对 任意 的 非 负 整数 s, G/O.(G) 
拟 正 则 . 

证 明 ”二 >: 只 需 证 明 对 任意 的 a,b € G 和 任意 的 s, 有 


(ab)? € Q,(G) > arb? e Q,(G). 
因为 G 为 ps 拟 正则 的 , 故 9,(G) = Qa (G). 因此 
(ab)? € Q,(G) > ((ab)z)P = (ab. — 1. | 


A G 也 是 p 拟 正则 的 , 上 述 等 式 等 价 于 


qn uer (aP)? (bP)r’ m 
再 用 ps 拟 正 则 性 , 它 又 等 价 于 (aPbP)P" — 1, 即 a?b? € Q,(G). 

«—: 用 对 s 的 归纳 法 证 明 G 的 p» 拟 正 则 性 ， 当 s = 1 时 结论 显然 成 立 . 
现 设 s > 1 且 对 任意 的 t < s, G Æp 拟 正则 的 ,用 G 的 p- 拟 正 则 性 , 有 
Qs 1(G) 一 OQ 1 (G). 因此 对 a,b € G, 有 


(ab)? =1 < (ab)? € Ns,_1(G) 
<—> gPbP c Q. 1(G) 
< (PP) =] 


> a” bP =], 


即 G 是 ps 拟 正 则 的 . 口 
作为 命题 4.2.26 的 直接 推论 , 有 下 述 定理 . 
定理 4.2.27 ik G 是 拟 正 则 了 群 . 若 G' 是 初等 交换 群 , 则 G 强 拟 正则 的 . 
由 强 拟 正则 的 定义 容易 证 明 以 下 事实 . 
定理 4.2.28 有 限 p 群 G 具有 广义 正则 性 当 且 仅 当 
(1) G 是 强 拟 正则 的 ; 
(2) G 的 下 需 群 列 是 正规 的 . 
在 定理 4.2.28 的 基础 上 , 文献 [181] 提出 了 以 下 两 个 问题 
问题 4.2.29 WEN) p 群 是 否 一 定 也 是 强 拟 正则 p 群 ? 
问题 4.2.30 WERN p SEX E RUR GELS T ERES]? 
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对 于 bp = 2 的 情形 , 文献 [181] 对 问题 4.2.29 给 出 了 肯定 的 回答 . 对 于 p > 2 的 
情形 , 至 今 仍 是 一 个 公开 问题 , 问题 4.2.30 的 答案 是 否定 的 . 文献 [181] 证 明了 : 当 
m >n 之 2 时 , 内 交换 群 Mo(m,n, 1) 就 是 问题 4.2.30 的 反例 . 文献 [181] 对 于 拟 正 
则 2 群 得 到 了 以 下 丰富 的 结果 . 

引 理 4.2.31 设 G 是 拟 正则 2 群 . 则 Q1(G) « Z(G). 

证 明 ieena). 由 命题 4.2.4(3), 对 任意 ve G 有 (gz)? =g. 于 是 


1 1 


1-9 *(gr) = g !zgz—g tatge = [g,z], 


Bl re Z(G). " 
定理 4.2.32 有 限 2 群 G 是 拟 正则 的 当 且 仅 当 Qi(G) < Z(G), 3E. G 不 包 
含 于 下 列 2 群 同 构 的 子 群 : | 
(1) 8 阶 四 元 数 群 Qer, 有 定义 关系 


Qs = (a,b | a* = 1,5? =a,b lab = a^); 
(2) 亚 循 环 内 交换 群 M2(2,n), n 2 2, 其 中 
Ma(2,n) = (a,b | a* = b?” =1,b tab = a^). 
证 明 ”首先 , 群 Qs 和 Ma(2, n) 不 是 拟 正则 的 , 这 因为 在 这 两 个 群 中 ， 
(ba)? = b?(b !abja = bata =b? H (b !.ba?—a?Zz1. 


现在 假设 2 8E G 不 是 拟 正则 的 , 并 且 Q1(G) < Z(G). 再 假设 五 是 G 的 最 小 阶 
的 非 拟 正则 的 子 群 . 由 拟 正则 的 定义 , HAZLE b, c WE b = c? 但 (b-1e)? 冯 1. 
HH 的 最 小 性 , H = (bc). BIA vU = e, l [= [eb] —c?(b-!cb?. 又 因为 
K = (cb 1cb) < H, 所 以 K 是 拟 正则 的 . 于 是 [ca — 1. 由 H’ = ([e, 6]? | g € H) 
以 及 H' < H WEN, 有 exp(H') = 2. B (G) < Z(G), 有 H' = ([e,]), 
[E = 3. 

55 — Jii, 


13x (c 15)? = c bb, et] b= c^? W^ [bc ^] = [b,et], 


这 推出 H’ = ((e710)?), 于 是 o(c^!b) = 4. 因 (etb) > H', (c 1b) 4 H. W a= c^ !b, 
A H= (a,b) 是 亚 循环 群 . 令 o(b) = 2^. SE H 具有 下 列 定义 关系 之 一 : 

(1) 2* — 1, p" = a?, blab=a l, n >2: 
或 者 


(2) at 21,07 —1,b^lab—a !,n22. 
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车 H 有 定义 关系 (1) Hn > 2, WA 2^7? > 2 是 偶数 , 有 
(p a)? = b?"  (b-?" ab?" )a = a =at l. 


因此 5?" "a € Z(G). 注意 H = (b,b ^a). H 将 交换 , 矛盾 . n = 2, HQs. O 
定理 4.2.33 有 限 拟 正则 2 群 一 定 强 拟 正 则 . 
WEBB ”我 们 用 对 |G| 和 s 的 双重 归纳 法 来 证 明 对 任意 的 s, G 为 2* 拟 正则 的 . 
假定 定理 对 阶 小 于 |G| 的 2 群 已 经 成 立 , 并 且 对 t< s,G 是 2 拟 正则 的 . 为 证 G 
为 2 拟 正 则 的 , 任 取 二 元 素 a,b, 将 证 明 


(ab) —1 4> ob — 1. | 


如 果 s = 1, 由 定理 条 件 , 结论 正确 . 下 设 s > 1. 如 果 (ab) < G, 归纳 假设 给 出 所 
需 结论 . 故 可 以 假定 G = (a,b). i 

(1) (ab)? = 1 = a” b?” = 1: Bd (ab) = 1, W (ab) ^ € Q1(G) < Z(G). F 
是 [(ab)?" ,b] = 1. 由 命题 4.2.23(2), [ab, b] = 1, B 


(la, bt) " 21, [a,b =1. 


B G' = ([a,b]? | g € G), El G' 的 2s-1 拟 正则 性 有 expG' < 2*71. 355—218, 因 
(ab)? = a?b?c 对 某 个 ce G 成 立 , 从 而 有 


1 = (ab)? = (a2b2c)2 = (a2b2)2 ce2 x (a252)2" ^. 

这 就 推出 a? b” — 1. | 

(2) a? b” = 1 = (ab? = 1: 因 a? = 1, 由 G 的 29-1 拟 正则 性 有 
(ab) = 1, 于 是 ((ab?c-1)" = 1, 这 里 c = [bat e G'， 为 完成 证 明 只 需 
证 exp G' < 25-1. 因 G 为 2 拟 正则 的 , ab? = 1 推出 (a? 5? y — 1, 并 因此 
a? b e Z(G), [a 0 中 =1. 这 推出 [ao2 5] — 1. 再 用 G 的 2s-1 拟 正则 
性 , 得 到 Ja, p — 1. 因为 G' = ([a,b]? | g € Gy), A expG' < 2*-1. 口 

定理 4.2.84 jk G = (alaz ,an) 是 拟 正则 2 群 ， 且 设 olai) = 26, i = 
1,2,---,n, 并 且 el 2 e2 >- 2 en. 则 c(G) € eg. 特别 地 , c(G) € logo(exp(G)). 

文献 [181] 还 给 出 了 二 元 生成 的 有 限 2 群 具有 广义 正则 性 的 一 个 充 要 条 件 ( 定 
理 4.2.35), 并 给 出 了 这 类 群 的 完全 分 类 (定理 4.2.36). 

定理 4.2.35 二 元 生成 有 限 2 群 G 具有 广义 正则 的 充 要 条 件 是 G 为 亚 循环 
群 的 拟 正则 2 群 . 

定理 4.2.36 具有 广义 正则 的 二 元 生成 有 限 2 群 共有 以 下 三 种 类 型 : 

(1) ZAA: (a,b |a?” =b" —1,[a,b] 21), P m2mn2 1; 
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(2) TRAER: (a,b | az = b?" =1la 引 =a ), Kv m,n 2 2, 
1 € c € min(n, m — 1); 

(3) 不 可 裂 的 亚 循环 群 : (a,b | a?" = 1,0 = a? ",[a,b] = a? °), 其 中 
m,nz2,1&c«min(n,m —1), max(1,m ^n -- 1) < s € min(c,m —c— 1). 

以 上 结果 的 详细 证 明 我 们 推荐 读者 参考 文献 [182]. 文献 [181] 还 给 出 了 一 个 有 
限 p 群 强 拟 正则 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 4.2.37 设 G 是 有 限 p 群 ,p>2. 若 Qi(Gn) « Z(G), 其 中 n<p, 则 G 
强 拟 正则 . 

上 面 定 理 有 一 系列 的 推论 , 推广 了 Lafey(94 85 的 一 些 结果 . 上 面 的 定理 还 包 
含 了 p 中 心 p 群 (3€ p 群 对 偶 的 一 类 群 ) 具有 强 拟 正则 性 .详情 可 参见 文 

RR [183] 或 文献 [194] 中 的 89.4. 
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子 群 计数 是 有 限 p 群 的 重要 研究 内 容 之 一 . 就 像 我 们 在 第 4 章 看 到 的 , 我 国 数 
学 家 华罗庚 和 段 学 复 以 及 叶 彦 谦 在 他 们 为 数 不 多 的 几 篇 有 限 p 群 论文 中 , 主要 是 
研究 p 群 的 计数 问题 . 之 后 的 几 十 年 间 , 该 领域 的 研究 在 我 国 陷于 停滞 状态 . 直到 
20 世纪 80 年 代 , RERA TRR TOER p 群 的 一 个 漂亮 刻画 . 近年 来 ， 
曲 海 鹏 等 在 子 群 计 数 问题 的 研究 上 取得 了 较 大 的 进展 , 获得 了 许多 好 的 结果 . 本 节 
主要 介绍 我 国 群 论 学 者 在 该 领域 近期 的 主要 结果 . 


5.1 华 段 猜想 及 其 相关 结果 


设 G 是 有 限 p 群 , |G| = p^. 对 于 0 < mn,G 的 p" 阶 子 群 的 个 数 记 为 
sm(G). G 的 p" 阶 循环 子 群 的 个 数 记 为 cvw(G). Kulakoffls3l 的 一 个 经 典 结果 断言 : 
对 于 素数 p > 2, sm(G) 2 1 E 1-4 p (mod p’). 在 这 个 结果 的 鼓舞 下 ,华罗庚 和 段 
学 复 20 世纪 30 年 代 在 清华 大 学 组 织 了 有 限 p 群 讨论 班 , 研究 了 p SEG 的 子 群 个 
数 sm(G) 模 p? 的 可 能 情形 以 及 其 他 计数 问题 , 获得 了 许多 引 人 注 目的 计数 定理 ， 
见 文献 [71], [73], [155], [159]. 特别 是 段 学 复 证 明了 下 列 定理 . 

定理 5.1.1099]. 设 G 是 有 限 p E, p > 2, |G| = p". 令 exp(G) = p^-?. 如 果 
20 -1Emsn, IJA sm(G)=1, 1+p, 1-p- p? 或 1 十 D 二 2p2 (mod pë). 

段 学 复 曾 在 1983 年 对 徐 明 曜 口述 , 当年 他 和 华罗庚 猜想 : 

对 于 任意 的 有 限 p 群 G, RÀ p > 2, sm(G) 4€ p? 只 可 能 同 余 于 1, 1-2 p, 
1 十 D 十 22 3)l-p-2p 等 四 种 情形 . 

徐 明 曜 把 这 个 猜想 作为 问题 1 写 在 他 的 p 群 综述 文章 [187] 以 及 他 和 曲 海 鹏 
的 p 群 著作 [194] 中 的 第 12 章 的 第 1 节 . Berkovich 将 该 猜想 作为 问题 692 写 入 他 
的 p 群 专著 [33] 中 . 为 方便 记 , 该 猜想 以 下 简称 为 华 段 猜想 . 

很 明显 , 24 p = 3 时 , 华 段 猜想 总 成 立 . 另 一 方面 , 24 G 为 p^ 阶 群 时 ， 


Hu p*(6)-1 
Sn—1(G) 一 ue 1 
即 华 段 猜想 也 成 立 . 因此 我 们 只 需 考 虑 p > 5 且 m < n 一 2 的 情形 . 

在 本 节 中 , 无 明确 说 明 的 情况 下 , RIEBE p > 5. 

在 华罗庚 和 段 学 复 之 后 , 继续 研究 该 猜想 的 文章 不 多 , 值得 提出 的 有 Dyubyuk 


三 1，1+p 或 1+p 十 p*(mod p’), 
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和 Berkovich, 见 文献 [27], [59]. Berkovich 证 明 的 下 述 定理 说 明 , 对 方 次 数 为 了 的 p 
群 , 华 段 猜想 总 是 成 立 的 . 

定理 5.1.27]. it G 是 有 限 p E, p > 2, |G| = p^. Æ exp(G) = p, 则 对 满足 
2«m«n-—2 kj m Ý Sm(G) =1+p + 2p? (mod p?). 

张 勤 海 和 曲 海 鹏 在 文献 [210], [211] 对 华 段 猜 想 开 展 了 进一步 的 研究 . 他 们 对 
该 猜想 给 出 了 一 个 否定 的 回答 , 也 给 出 了 该 猜想 成 立 的 许多 正面 结果 . 本 节 主 要 介 
绍 他 们 的 工作 . 

文献 [210] 给 出 了 华 段 猜想 不 成 立 的 第 一 个 例子 . 

例 5.1.3[210 k p>5 是 素数 , G 是 有 下 列 定义 关系 的 ps 阶 群 


G = (a,b,c | a” = b” = c? = 1, [b,a] = c, [c, a] = bP, [c, b] = a?). 


则 ss(G) = 1 +p + 3p?, 从 而 G 不 满足 华 段 猜想 . 
WEBB ”由 d(G) = 2, 9(G) = (aP, b,c) 可 知 , G 的 pb 十 1 个 极 大 子 群 分 别 为 


Hı = (b, $(G)) = (b, aP,c) SS Myp(2, 1,1), 
Hs = (a, $(G)) = (a, P, c) = M$(2, 1, 1), 


以 及 
再 :3 = (abi, 9(G)) = (ab,aP,c,b), Kr 1«xis£p-1. 


下 面 我 们 来 分 析 G 的 p? 阶 子 群 的 个 数 . 由 于 它们 是 G 的 二 极 大 子 群 , 就 一 定 
是 上 述 pl 个 极 大 子 群 中 某 个 的 极 大 子 群 . 注意 到 这 p + 1 个 极 大 子 群 中 任意 两 
个 的 交 都 是 B(G), 于 是 它们 的 极 大 子 群 中 , 除 (G) 外 , 任意 两 个 均 不 相同 . 又 , 二 
TERRA 1 + p 个 极 大 子 群 , 三 元 生成 群 有 1--p-- p? 个 极 大 子 群 . 因此 , 为 了 计 
算 s3(G), 只 要 看 诸 H; 中 有 几 个 是 二 元 生成 的 即 可 算出 . 明显 地 , Hi 兰 Ho 是 二 元 
生成 的 , 下 面 考虑 群 Hao, 其 中 1<i<p-1. B |G| 2 p? <p, 由 定理 1.11.4(2) 
可 知 , G 是 正则 的 . 又 由 于 exp(G^) = p, 于 是 G 是 p 交换 的 , 即 成 立 


(zy)? = z"y^, Vm,y€G. 


再 注意 到 G 是 交换 群 , 由 简单 的 计算 可 得 , 24 i= l 时 , H 4MQ,2,1)x C, 是 三 
元 生成 的 ; 而 当 i? x 1(mod p) 时 , H S M,(2,1,1) 是 二 元 生成 的 . 
这 样 , 我 们 有 
pil 


sa(G) = 》 s3(H;)-p=2(1+p+p)+(p-1)(1+p)-p=1+p+3p. O 


j—-1 
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应 用 代数 软件 Magma 搜索 the SmallGroup database 中 所 有 的 p? 阶 群 (5 < 
p < 13), 可 以 找 出 使 华 段 猜想 不 成 立 的 更 多 的 反例 ， 见 文献 [210]. 进一步 , 借助 于 
p^ 阶 群 的 分 类 0206]. 文献 [211] 给 出 了 所 有 使 华 段 猜 想 不 成 立 的 p? 阶 群 . 读者 和 欲 
T f Magma 的 有 关 知 识 , 可 参看 [40], [47], [136], [170]. 

下 面 的 例子 表明 使 华 段 猜想 不 成 立 的 群 的 阶 可 任意 大 . 

例 5.1.4 i£ GE M,(1,1,1) x Cpn, 其 中 n> 2. N) G 不 满足 华 段 猜想 . 

证 明 “不 妨 设 G= (a,b,d) x (c) = (a,b,c | aP = bP = d = 1," = 1, [a,b] = 
d, [c, a] = [c, 6] = [d, a] = [d, b] 2 1). BA d(G) — 3. 

下 面 我 们 数 G 的 各 阶 子 群 的 个 数 . 

首先 我 们 断言 sai(G) = 1 十 + 3p? +p: 因为 d(G) = 3, B(G) E (c^, d). dk 
GE 1p p? 个 极 大 子 群 , 它们 分 别 是 

H; = Mi x Cpn &O, x C2， 其 中 M; Æ Mp(1,1,1) 的 极 大 子 群 ， 
以 及 i 
Hi; = (ac, be, &(G))-(ac,bc),c^,d, K'P O«i«cp—-1,0«jxp-l. 
容易 计算 , 8j 至 少 有 一 个 不 为 零 , 则 Hij & Mon, 1,1). 明显 地 ， 

Hoo = M,(1,1, 1) Cap=i， 


由 此 可 得 GÀ p 2 个 极 大 子 群 是 三 元 生成 的 , p? —1 个 极 大 子 群 是 二 元 生成 的 . 
因为 G/9(G) = C$, 故 G 的 指数 为 p? 的 大 子 群 的 个 数 为 1 十 p 十 p>. 由 Hall 
计数 原则 可 得 
snt1(G)= 》 snH(OM) 一 P *. Sn41(M) 
M&S; M&S 
—(p-- 2) 4 p »^) * (5 — 1)(14 p) - »(1- p 4 p?) 
—1-4p-43p*- p. (5.1) 


对 于 3 < m <n, 我 们 对 n 作 归 纳 证 明 sm(G) = 1+ p+ 3p? + 2p*. 
Xi n= 3, 容易 验证 s3(G) = 1 +p+ 3p? 十 2p3. 
取 G 的 一 个 极 大 子 群 


05 1(G) =H = (a,b, d) x (c?) £t M$(1, 1, 1) x Cpa. 


当 m< n 时 , G 的 所 有 p" 阶 子 群 含 在 H "P. 由 对 n 的 归纳 假设 , 结论 成 立 . 

4 mc-n,€$SljÉ—^ p" 阶 子 群 . 我 们 依照 S 是 否 循环 来 数 S 的 个 数 . ES 
不 循环 , N S <H H 5S 是 五 的 二 极 大 子 群 . 若 5 循环 , 显而易见 ， 
Cl- mOl _ a 


ai= ep") 
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故 
sn(G) = s,(H) --e4(G) = 1-- p--3p? + p? +p? = 1-- p 4- 3p? - 2p*. 


进一步 计算 容易 得 到 s1(G), sz(G),sn+2(G) 分 别 是 


1+p+p +p, l1c-p-c2p +2p 和 i+p+p. 


S 5.1.5 i GE M,QQ2,1) x Cp, XP n22. M G 不 满足 华 段 猜想 . 
证 明 ”显然 , d(G) = 3. 与 例 5.1.4 的 计算 方法 类 似 , 有 


sı(G)=1+p+p; 52(G)=1+p+2p +p; 
Sm(G)=1+p+3pP +p, EFP 3<m<n; 


sni1(G) — 1--p--3p5; Sn42(G) = 1+p+p*. 


读者 可 作为 练习 给 出 证 明 . 口 

H 5.1.6 设 G=(abodlar —b? = c? = d? — 1,[b, a] — c, fe, a] = [c,d — d), 
其 中 (n22) 则 G 不 满足 华 段 猜想 . 

证 明 — XuEd(G)-2 H |G| = pt. XS N = (d). WI NaG E G/N & 
M, (n, 1,1). 与 例 5.1.4 的 计算 方法 类 似 , 有 


sı(G)=1+p+p? +p; s2(G)=1+ p+ 2p? 十 203; 


| sm(G) = 1+p+3P +p, RP 3&ms&m; 
Sn41(G) = 1-- p -- 3p^; Sn42(G) — 1 p p^. " 


注 5.1.7 我 们 注意 到 , 迄今 为 止 找到 的 使 华 段 猜想 不 成 立 的 反例 中 ,这样 的 
BG 均 有 d(G) = 2 或 3， 另外 , 使 华 段 猜想 不 成 立 的 子 群 个 数 的 例外 情况 仅 有 
Sm (G) = 1 +p + 3p? (mod p?). 

自然 地 , 张 勤 海 和 曲 海 鹏 在 其 文献 [211] 中 提出 了 如 下 修正 的 华 段 猜想 . 

猜想 5.1.8 it G 是 有 限 p 群 . E p»52 Hd(G) 2 A, WAF 1 &m € n — 1, 
均 有 sm(G) 21-2 pd p? 3 1-4 p 2p?(mod p?). 

猜想 5.1.9 设 G 是 有 限 p 群 . # p 52, 8 sm(G) 三 1, 1+p, 1p p?, 1+ 
p--2p* 或 1 十 p 十 3p? (mod p?). 

我 们 观察 到 , 例 5.1.4 和 例 5.1.5 中 的 群 是 内 交换 的 极 大 类 p 群 与 循环 群 的 直 
积 . 对 一 般 的 情况 , 华 段 猜想 仍然 不 成 立 . 
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定理 5.1.10 it G— Hx Cp, P n 22, H Æ p" 阶 的 极 大 类 也 群 . 则 
Sn+m-2(G) = 1 +p +3p° (mod p°), 即 G 不 满足 华 段 猜想 ， 

证 明 显然, |G| = p"*. 由 例 5.1.4 和 例 5.1.5 的 结论 , 我 们 只 需 考虑 m > 4 
的 情况 . 设 H = (a,b). 则 G= H x (c) = (a,b,c). 

H d(G) = 3 可 得 (G) = (C, (H)). w G E 1o pop 个 极 大 子 群 

4 Hi = Mi x Cp, 其 中 M; 是 H 的 极 大 子 群 . 则 H: 是 G 的 极 大 子 群 且 其 
个 数 是 1 + p. 因为 H 是 极 大 类 的 且 m 2 4, 故 |H'| > p?. 因为 具有 循环 极 大 子 群 
的 p 群 的 导 群 的 阶 不 超过 p, 由 此 可 得 H 没有 循环 极 大 子 群 . 这 意味 着 d(M;) > 2. 
故 d(Hi) > 3. | 

4 Hi; -(ac,b?,e6(G), P 0<i<p-1,0<j<p-1. M p; 4 G 的 
极 大 子 群 且 其 个 数 是 p^. 明显 地 , d(Hoo) = 3. 另 一 方面 , 者 i 和 j 不 同时 为 零 , 则 
c? € (aci bc, $(H)). 故 Hi; = (ac, be, 9(H)). 我 们 注意 到 B(H) = H' = (ac bd Y. 
由 此 可 得 d(Hi;) = 2. ! 

现在 我 们 得 到 : G 有 p? 一 1 个 极 大 子 群 是 二 元 生成 的 , p-- 2 个 极 大 子 群 的 生 
成 元 的 个 数 不 小 于 3. 另 一 方面 , 由 G/9(G) = C$ 可 得 , 指数 为 p? 的 大 子 群 的 个 
数 是 1--p-- p. 由 Hall 的 计数 原则 , 得 到 


8m4n-2(G) 3 Sm--n-2(M) —P » Sm4n-2(M) 
MES MES» 


— (p--2) 4- p p^)- (p? - 10 p) - p(1- p »?) 
=1 +p + 3p? (mod p?). (5.2) 


! 口 
下 面 我 们 给 出 华 段 猜 想 成 立 的 某 些 群 类 .回顾 一 下 , 设 exp(G) = p, R e= 
e(G) AE G WRA. 

定理 5.1.11 ik p 5 2 是 素数 . 则 有 限 交 换 了 和 群 满足 华 段 猜想 . 

WEBB 设 G= (a1) x (a2) xX + x (as), |G| = p^ B. e(G) = e, 其 中 


o(a) 2 olaz) 2 ::- 2 o(a;). 


Bx 
M = (ah) x (ag) x == x (as), K = (a2) x :** x (a). 


由 于 当 M 为 循环 群 时 , G 为 循环 群 或 p^ 阶 初等 交换 群 , 定理 显然 成 立 , 故 以 下 恒 
假设 M 为 非 循环 群 . 

设 1< mn 一 2. 下 面 通 过 考虑 m 的 不 同 取 值 来 计算 s,,(G) 的 值 : 

情形 1 m < e. 此 时 sn(G) = sm (M). 对 |G| 进行 归纳 可 得 结论 . 
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情形 2 m2e. 

设 五 为 不 含 于 M 的 G 的 pm 阶 子 群 . 则 存在 ze H\M 使 H= (zy(HNM). 
容易 看 出 (z) mn (HN M) = (z^). 反之 ,在 G\ M 中 任 取 一 元 素 z, 再 从 M "BE 
一 包含 zz 的 pr- 阶 子 群 L, 就 可 以 得 到 一 个 pr 阶 子 群 (z)L. 注意 到 L 的 选取 
与 L/(zP) 的 选取 是 一 一 对 应 的 , 而 M = (x?) x K, 进而 L/(z?) € K. 从 而 二 有 
Sm-e(K) 种 取 法 . 又 显然 zx 有 p-p 种 取 法 , 故 在 不 去 重 数 的 前 提 下 , 我 们 得 
到 了 (p 一 p"-1)sm-_e(K) CŒ. 而 当 我 们 取 定 一 个 p" 阶 群 五 时 ,LL=HNM 是 
确定 的 , 但 由 于 H VM 中 有 p 一 p™-! 个 元 素 , 相应 的 xz 也 有 p" -— prt 种 取 法 . 
去 掉 重 数 即 知 

Sm(G) — Sm(M) = p" "sm-_e(K). (5.3) 


当 m = n — 2 时 , sn-2(M) = 1 +p EX 1-2- p + p?(mod p?) H s, 92 ,(K) = 
1(mod p). 由 (5.3) 式 可 得 sq (G) 三 1 十 p 十 到 或 1 十 p 十 2p2(mod p?). 

35m «mn —2 时 , 由 (5.3) 式 可 得 sm(G) = sm(M)(mod p?). 对 |G| 进行 归纳 
可 得 结论 . 口 

引 理 5.1.12 i£ G 为 亚 循环 了 群 ,D>2. 若 NaG 且 |NI=ZD 则 对 于 
1«m«e(G), 包含 N 的 G 的 p^ 阶 种 环 子 群 个 数 为 Pei 


证 明 设 (z) > N, (v) > N Hole) = oly) = p”. 则 N=(zz)= 
(y" y. 由 于 p > 2, 故 G 为 正则 p 群 ， 易 知 存在 整数 i 使 (zyi)?” = 1, 从 而 
z € (yy ji(G)， 于 是 对 于 任意 的 包含 N 的 G 的 p" 阶 循环 子 群 H, 我 们 都 有 
H <S (人 Qi(G). XA (y)Om-1(G) 中 含有 (p— 1)8-1(G)| 个 p" 阶 元 , 从 而 包 
含 N 的 G pr 阶 循环 子 群 个 数 为 

(p—-1)8m-:(G) _ On- m 
is — 1) pm 

定理 5.1.13 — ik p > 2 是 素数 , G 是 有 限 亚 循环 p Æ, |G|) = p"， 则 对 于 
1<S<m<n HÄ s4(G) 21, 1+p X 1+p+p (mod p?). 特别 地 , G 满足 华 段 猜想 . 

证 了 明 RN 8G, IN| - p. & G = G/N, X m > e(G), A s (G) = 
Sm-1(G), 对 |G| 进行 归纳 可 得 结论 . 

下 设 m < e(G). 由 于 不 包含 N 的 G 的 p" 阶 子 群 均 循环 , 由 引 理 5.1.12 可 得 


I —1 (G)| l 


sm(G) = sm-1(G) + cm(G) — pn-i 


(5.4) 


由 于 |Qm(G)|/|Qm-1(G)| < p”, 分 以 下 情况 讨论 : 
情形 1 054(G)/I0-1(G)| = p. 
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由 
46) - (OL I s (6) 
p" —p 
- Im -1(G)] 
en(G) - = 


再 由 (5.4) 可 得 s (G) = s 1(G). 对 进行 归纳 可 得 结论 . 
情形 2 |Qm(G)|/IQm-1(G)| = 
此 时 |Qm(G)| = p, 而 |Qm- pa =p, 从 而 
[IDm-i(G)| _ [m(C)| - IG 1(G)| — I9 (G8) 
miE)- = C7 —— ang o uL =p 
35 m 23 时 , 由 (5.4) 可 得 sm(G) = sm-1(G)(mod p?), 对 |G| 进行 归纳 可 得 结论 . 
* m=2 时 ， 


m 


sa(G) = 1-4 TER SEM =1+p 或 1c-pcp. 
34m —1 时 , si(G) = 1-4 p, 定理 仍然 成 立 . 口 


定理 5.1.14 i p 5 2 是 素数 . 则 有 限 超 特殊 p 群 满足 华 段 猜想 . 
证 明 由 [65] 中 的 定理 5.2 及 定理 5.1.2 可 知 , 只 需 设 


G=N*Nx*.---x*x N*M, 
其 中 N S M,(1,1,1), M S M,(2,1). 8 
IG| = p^, K = Q1(G)/G, L-GJ/G'. 
则 
IL = [RG] 2 ^7, |K|— 
由 于 对 p? 阶 群 定 理 显 然 成 立 , 不 妨 设 n > 5. 注意 UG) = G'. 于 是 对 任何 不 含 在 
Q1(G) 中 的 子 群 H, 均 有 G' <H, 从 而 对 于 任意 1€ mmn, 有 
Sm (G) = Sm (0 (G)) 十 Sm ilL) — Sm —1( K). (5.5) 
下 面 计算 sm(G) 的 值 . 
当 m=n—?2 B, 由 于 TL 2 5, 知 Q4(G) = G', 从 而 sn_2(O1(G)) 一 85 —3( K). 
由 (5.5) 可 得 sn_2(G) = sn-3( L). 而 工 为 初等 交换 群 , 易 得 
Sn-2(G) = 1 +p + 2p? (mod p°). 


4 1<m<n—3 时 , E L, KK 均 为 初等 交换 群 , 易 知 su, (D) = s 1(K)(mod p’). 
再 由 (5.5) 可 得 s (G) 2 s, (Q1(G))(mod p3). 依 定理 5.1.2 可 得 结论 . 口 
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定理 5.1.15 ik p 5» 2 是 素数 . 则 有 限 内 交换 p 群 满足 华 段 猜想 . 
证 明 ”由 定理 1.7.10 及 定理 5.1.13, 可 以 假设 G 兰 Mp(n,m,1), 且 不 妨 设 
n >m. 设 
M = (af } X (b) x (c, K-(bx(o). 


完全 仿照 定理 5.1.11 的 证 明 方法 即 得 . | 口 

下 面 证 明 有 交换 极 大 子 群 的 极 大 类 p 群 和 正则 的 极 大 类 p 群 满足 华 段 猜想 . 
首先 介绍 几 个 符号 和 概念 

W G Æ p 阶 的 极 大 类 p 群 ,n>5. 令 Gi = Cae(G2/G4a). W Gi RA G 的 基 
本 子 群 . 若 对 于 3 < i < n 一 2 中 的 某 个 i, 有 Gi #CelGi/Gi+2), Bl [Gi,Gi] € Gia 
但 [Gi, G1] £ Giz. 则 称 G 为 例外 群 . 否则 , G 被 称 为 非 例 外 群 . 

若 G 是 正则 p Æ, 令 pe = |Q1(G)|. E G 是 非 正则 p 群 ,在 G 的 所 有 方 次 
数 为 p 的 子 群 中 , 取 一 个 最 大 阶 的 子 群 , 设 其 阶 为 pO. 其 次 ,在 G 的 所 有 非 正则 
子 群 中 , 取 一 个 最 小 阶 的 子 群 , 设 其 阶 为 prO. 此 时 令 u(G) = min(t(G), r(G) — 2). 

引 理 5.1.16 GAAR pSEH p25. M G 是 非 循环 的 亚 循环 p 群 当 且 仅 
当 sı(G)=1 +p. 

证 明 —: 由 假设 可 得 , G 正则 且 |Q1(G)| =p. 由 此 可 得 

sı(G) = -— =1 +p. 

«—: 由 s1(G) = 1+p 可 知 , YH < G, sı(H) < 1 十 p 成 立 . 2$ G 非 亚 循环 , 对 
IG| 作 归 纳 , 不 妨 设 G 是 内 亚 循环 群 . 内 亚 循环 p 群 的 分 类 结果 可 参看 定理 8.1.1. 
# p 2 5, WG = C3 BÈ G 是 p3 阶 的 方 次 数 为 p 的 非 交 换 群 . 在 任何 情形 下 , 都 有 
s1(G) — 1-Hp-- p?. 矛盾 . 故 G WHA. 口 

引 理 5.1.17. ik G 是 有 限 p 群 . 若 G 非 正则 , 或 正则 且 |O1(G)| > p*, Ri 
s2(G) 三 1 十 D 十 2p2(mod p?). 

证 明 设 G 正则 且 |Q1(G)| > pt. 则 (G) > 4. 2$ G 非 正则 , 由 [33] 的 定理 
9.8 TJAN, (G) 2 p- 12 4. 又 由 [33] 的 定理 13.4 得 到 , cz(G) = 0(mod p?). 故 只 
需 计算 : WE H <G 且 HS C 的 子 群 H 的 个 数 . 明显 地 , H <N (G). 

d$ G 正则 , 则 exp(Q1(G)) =p. H51% 5.1.12, 即 得 


s2(G) = s2(91(G)) = 1 + p + 2p°(mod p?). 


车 G 非 正则 , 对 |G| 作 归 纳 . 由 [33] 中 的 定理 9 可 知 , 存在 H « G' 使 得 
exp(H) = p H |H| 2 m2-1， 故 所 有 包含 @(G) 的 大 子 群 M 或 非 正 则 或 正则 且 
IQ:0M)| > p. 由 归纳 假设 及 Hall 计数 原则 , 我 们 有 如 下 结论 . 
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d$ d(G) = 2, 则 
sz(G)= J, s«(M)-p 5, sa(M) 
MES: MES2 
=(1+p)(1+p+2p°)—p(1 +p * 2p?) 
三 1 十 p 十 2p2(mod p?). (5.6) 


若 d(G) 2 3, W |S2| = 1-- p(mod p?) H. 


s2(G)= M. so(M)—p 》 so(M) 


MES: M&Sa 
=(1+p+p°)(1+p+2p°)— p(1 + p)(1-4 p- 2p?) 
—]14 p-4- 2p? (mod p?). (5.7) 


[] 
定理 5.1.18 3E G 是 有 限 p 群 . 则 si(G) 和 s2(G) 满足 华 段 猜想 . 特别 地 , X 
G 非 正 则 或 正则 且 |Q4(G)| > p?, 则 si(G) = 14- p-- p?(mod p?). 


证 明 首先 考虑 s(G). # G 正则 , 则 s (9) = FOI, 车 G 非 正则 , 由 
[33] 的 定理 9.8 和 [33] 的 定理 13.4 得 到 , XF p258 uG) 23. 于 是 


81(G) = 1 +p + p*(mod p?). 


对 于 sz(G), 由 引 理 5.1.17 可 知 , Æ G 非 正则 或 正则 且 |Q1(G)| > p^, 则 so(G) 
满足 华 段 猜想 . 故我 们 仅 需 讨论 G 正则 且 QO 分 别 为 p, p? 或 p? 的 情形 . 

zi |Q1(G)| = p, 则 G 循环 . 结论 显然 成 立 . 

Æ |Q1(G)| = p°, 则 


81 (G) 


01(G)| — 1 


=] 


由 引 理 5.1.16 可 知 , G 亚 循环 . 由 [210] 中 的 定理 6 可 知 , sz(G) 满足 华 段 猜想 . 
zi |Q1(G)| = p°, W 91(G) = C5 R p? 阶 的 方 次 数 为 p 的 非 交 换 群 . 故 G 的 
p? 阶 初 等 交换 子 群 的 个 数 是 1+p+z22 或 1 十 p. 男 一 方面 , G 的 p? 阶 循环 子 群 的 


个 数 是 
oa(OI-Iox(O _ 


p(p — 1) 
IK so(G) 满足 华 段 猜想 . 口 
引 理 5.1.19 HG X p? 阶 的 极 大 类 pp FE. 则 G 满足 华 段 猜想 . 


(mod p?). 
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证 明 ”由 定理 5.1.18 可 知 , 我 们 仅 需 计算 ss(G). 由 假设 可 得 G|-p. w 
IG"| < p. Æ |G"| = p, 由 文献 [189] 中 的 定理 5.12 可 得 G' 循环 . 与 G 为 奇数 阶 极 
大 类 p EFA. 故 G" — 1. 

由 文献 [74] 中 的 III 定理 14.11, 定理 14.22 得 到 , G 非 例外 且 VM «G, M £ G3 
有 M 极 大 类 . 由 [74] 中 的 III 引 理 14.14 可 得 , d(G1) > 2. 再 由 Hall 计数 原则 , 有 


ss(G) = M^ ssa(M)—p=1+p+p -p1-p)-p-1-4p-2p'(mod p°). O 
MES: 


定理 5.1.20 4 G ÆRA p" 且 有 交换 极 大 子 群 的 极 大 类 pæ. 则 


S 三 
B 1 4- p 4- 2p? (mod pë), l«m-«m-1. 


特别 地 , G 满足 华 段 猜想 . 

证 明 车 n=5, 由 引 理 5.1.17、 定 理 5.1.18 及 引 理 5.1.19 的 证 明 可 知 结论 成 
X ^U n > 6 E exp(G) > p. 因为 极 大 类 p 群 的 商 群 还 是 极 大 类 的 , 又 对 应 
定理 保证 了 商 群 也 有 一 个 交换 极 大 子 群 。 所 以 定理 的 条 件 是 商 群 遗传 的 ， 由 定理 
5.1.18 可 知 , 我 们 仅 需 数 s (G), 其 中 m > 3. 

由 假设 和 [74] 的 第 TII SERERE 14.11、 定 理 14.22 可 知 , G 是 非 例 外 群 . 进一步 
Jh, G 的 交换 极 大 子 群 是 基本 子 群 G1. 

我 们 断言 : 

(1) Æ H Æ G HS) p" 阶 非 交 换 子 群 , 则 Ga- <H. 

(2) Xi A Æ G 的 交换 子 群 且 14| 2 p3, W A < Gi. 

事实 上 , # H 非 交 换 , 则 五 Gi. 取 seH\Gi. : 中 的 第 III 章 引 理 
14.13 可 得 , |E (s)| = p?. 明显 地 , |Cz(s| 2 p^. 故 Ce(s) = Cu(s). 再 由 [74] 中 的 
第 III XE, 引 理 14.13 即 得 (1) 成 立 . SA G1, KK se ANVG3, M A< Cals). 由 
[74] 中 的 第 III 章 , 引 理 14.13 可 得 |4| < p?. FE. 故 (2) 成 立 . 

因为 G 有 一 个 交换 极 大 子 群 G1, 由 [74] 中 的 II、 定理 14.11、 定 理 14.22 可 
知 , G 是 非 例 外 群 且 vM «G, MZ Gi H M 是 极 大 类 的 . 即 G 有 p 个 极 大 类 的 
极 大 子 群 . 因为 d(G1) > 3, 由 Hall 计数 原则 , 有 


Sn-2(G) = 》 sn-2(M) — p = Sn-2(G1) +p(1 +p) - p = 1 + p + 2p" (mod p?). 
MES: 

现在 我 们 数 sm(G 

$ 非 交 换 , 由 


), 其 
(1) 可 
交换 . 由 (2) 可 知 , H < Gi. 


3«m«n-—3. V H ÆG 的 om 阶 子 群 . 
Gn 


中 3 
可 知 , Gn-1 S H. 由 此 可 知 , 者 H 不 包含 Gn_1, VA H 
令 


= G/Gn-1; G1 = G1/Gn-1. 
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则 
Sm(G) = Sm-1(G) + Sm(G1) — Sm-1 (G1). 
因为 n > 6, W G/G,., 是 极 大 类 群 ， 由 [v4] 中 的 II、 引 理 14.14 可 得 , 
d(G1) > 3. i3 mn —3, 由 1187] 中 的 定理 2.12 可 得 
Sm(G1) = sm-1(G1)(mod p?). 
因而 
sm(G) = Sm-1(G) (mod p?). (5.8) 
最 后 我 们 说 明 : sz(G) = 1-- p - 2p? (mod p?). 事实 上 , 由 引 理 5.1.17, 我 们 只 需 
考虑 G 正则 且 |Q1(G)| < p? 的 情形 . 此 时 由 有 交换 极 大 子 群 的 极 大 类 群 之 分 类 可 
知 必 有 |G| < pt. 这 矛盾 于 |G| > p^. 口 
定理 5.1.21 若 G 是 正则 的 极 大 类 p 群 , 则 
1 +p+p (mod p), m=1, 
sm(G) = | 
1+p+2p’(modp), 1«mcc«n-1. 
特别 地 , G 满足 华 段 猜 想 . | 
WEBB — X G — (a,b). 由 [74] 中 的 II 定理 14.21 可 知 , n < p. 又 由 [74] 中 的 
III, 5| 38 14.14 可 知 , exp(G^) = p 且 exp(G/G, 1) = p. 由 此 可 得 exp(G) < p?. 若 
exp(G) = p, 由 定理 5.1.2 即 得 结论 . 不 妨 设 exp(G) = p?. 则 O1(G) = Gn- 的 阶 为 
p. W |Q1(G)| = p”. 
A H«G " exp(H) = p?, Wi] G, 1 < H. 者 exp(H) = p, M H < (G). 令 
G=G/Gn_1. 则 
sm(G) = $m-1(G) + sm(3(G)) — sm-1(Q1(G)/Gn-1). (5.9) 
因为 n>5 且 |Q1(G)| > pt, w 
sı(G) = 1+ p+ p^ (mod p?). 
由 引 理 5.1.17 可 得 
s2(G) = 1 +p + 2p? (mod p?). 
#3<m<n-2, 由 (5.9 及 定理 5.1.2 可 得 
Sm(G) = 1 +p +2p°(mod p°). 
4&m-n-2,B GJ p 交换 的 , 故 


N1 (G) S G/U1(G) = G/Gn-1 
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是 极 大 类 的 . 注意 到 极 大 类 p 群 的 阶 > p? 的 商 群 均 是 二 元 生成 的 , 故 
d(Q1(G)) = doi(G)/G 1) = 2. 


于 是 
Sn-2(91(G)) = sn-3(91(G)/Gn-1) = 1+ p. 


再 由 (5.9) 式 及 定理 5.1.2 可 得 , sn-2(G) = 1 +p + 2p? (mod p?). 口 

基于 定理 5.1.20 和 定理 5.1.21, 我 们 提出 下 列 问 题 . 

问题 5.1.22 ML X p 群 都 满足 华 段 猜想 吗 ? 

在 本 节 的 最 后 , 介绍 与 华 段 猜想 有 关 的 一 个 结果 . 由 华 段 猜想 可 知 , 对 于 奇数 
Br p 群 , 各 阶 子 群 个 数 最 少 的 情况 只 能 是 1 1+p, 1-- p-- p? EX 1-- p-- 2p? 之 一 . BH 
显 地 , 各 阶 子 群 个 数 均 为 1 的 群 只 能 是 循环 群 . 陈 彦 恒 等 在 文献 [53] 分 类 了 各 阶 子 
群 个 数 不 超过 1--p 的 有 限 bp 群 . 曲 海 鹏 等 在 文献 [131] 分 类 了 各 阶 子 群 个 数 不 超 
A p? WAR p 群 . 有 趣 的 是 , 当 p > 2 且 交 > 关 5 时 , 各 阶 子 群 个 数 不 超 过 1-2 p-4-2p? 
的 p" 阶 群 恰 是 华罗庚 和 段 学 复 早年 在 文献 [72] 中 分 类 的 一 类 群 , 即 具 有 一 个 指数 
为 22 的 2r 阶 群 . 这 同时 也 说 明 , 对 这 类 群 而 言 , 华 段 猜想 是 成 立 的 . 下 面 证 明 这 
个 结果 . 首先 , 介绍 曲 海 鹏 等 在 文献 [131] 中 对 文献 [53] 结果 的 一 个 简短 证 明 . 

定理 5.1.23 设 G X p^ BERE. 则 对 于 1<k<n 一 1, sk(G) =1 十 p 成 立 当 
BALX G & Cpr- x Cp 或 Mp(n 一 1,1) 除去 Ds. 

证 明 =>: 首先 我 们 断言 : G 有 一 个 循环 极 大 子 群 . 老 否 , 取 两 个 不 同 的 极 大 
子 群 Mi(i = 1,2). 由 假设 , s, 2(Mi) =1+p 十 … 十 pd(Mi)-1 > 14 p. 于 是 


$n-2(G) 2 Sn=2(M1) + $4-2(M2) — 1 > 1 4- 2p. 


j 
矛盾 . 由 假设 及 定理 1.9.1 即 得 所 求 结论 
—— 设 G 为 定理 中 的 群 , 则 对 于 满足 1 < k < n — 1 的 任意 的 正 整数 人 均 有 
IQ. (G)| = pF*!. 于 是 


NUT er Hi " 
由 此 可 得 sk(G) —1--ey(G) — 1- p. 口 

下 面 我 们 介绍 曲 海 鹏 等 在 文献 [131] 中 对 具有 一 个 指数 为 p? 的 p^ 阶 群 的 计 
数 刻画 . 首先 我 们 需要 某 些 预备 结果 . 

引 理 5.1.24 ik G X p^ 阶 群 . Æ sn_1(G) < p°, RJ d(G) « 3. 

证 明 ”因为 sn-1(G)=1+p+p +- p*XQ971, 由 假设 即 得 d(G) — 1 < 2. 即 
d(G) < 3. " 
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引 理 5.1.25 ik G JE p^ P, N 8G. 若 对 于 任意 的 正 整数 大 均 有 sk(G) <t, 
其 中 tt 是 某 个 正 整 数 , 则 sk(G/N) <t. 

证 明 设 |N|=pi, H/N 是 G/N 的 pr 阶 子 群 . 则 五 是 G 的 包含 N 的 pn 
MT. 于 是 sk(G/N) € sk4:(G) < t. 口 

引 理 5.1.26 4 G X p" 阶 群 , exp(G) = p^, s 是 正 整 数 . 若 对 于 1<k<n, 
均 有 ck(G) <p, 则 e2n—s- 1. 

证 明 ”断言 : 对 于 任意 的 正 整数 k, 均 有 [G4 (G)| pt. 事实 上 , 由 于 
 .I&ny(G)-1 Rael- , 
"wp ^^ pa ^ 
a | 

IQ: (G)] <p -p -1« p***. 
假设 断言 对 于 有 < mm 成 立 . 2 k — m 时 , 因为 
_ [Pim (C)| 7 |m- (G) [m (G)| = I1) (8) 
p(p™) p"-1(p — 1) 


C1 (G) 


3 


Cm (G) < p, 
故 


(Qem} (G)| € p**" — p**"7! + Rim-1} (G) < p**". 
这 就 是 说 , 当 k= m 时 结论 仍然 成 立 . 特别 地 ， 
p = |G = Ria pn. 


于 是 定理 的 结论 推出 . 口 

引 理 5.1.27 设 G X p" 阶 群 ,p > 2,n 之 5,exp(G) = p. # e2n-2, 则 对 
于 1<k<n 均 有 sk(G) < 1+p++ 2p?. 

证 了 明 对 e 的 值 进行 讨论 . 

di e-n, N) G 循环 . 结论 当然 成 立 . 若 e =n 一 1, 则 G 有 一 个 循环 极 大 子 群 . 
因为 p > 2, 由 定理 1.9.1 可 知 , G & Cyn-1 x Cp 或 Mp(n 一 1,1). 于 是 结论 由 定理 
5.1.23 得 到 . 

下 设 e = n 一 2. 这 等 价 于 说 ,G 有 一 个 指数 p? 的 循环 子 群 但 无 循环 极 大 子 群 . 
这 样 的 群 已 被 文献 [72] 分 类 . 由 定理 4.1.10 易 知 , |G'] < p?, 4G) «3 H G Æ p? 
交换 的 . 由 此 可 得 


Qi(G) = QG), dQi(G)) <3, 2«i«e. 


因为 
e — n — 2. p" — IG| 一 Ia(G)| ll I9, (G)/Q,. .1(G)], 
s=3 
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故 |Q2(G)| < pt E Q3(G) < G. 由 定理 4.1.10 易 知 : Æ d(G) = 3, W |G"| < p. 
若 d(G) = 2, 则 |G'| < p. 在 G 中 取 一 个 含 在 G' 里 的 p WERTE N. E 
G/N 交换 或 内 交换 . 由 此 可 得 , G 的 所 有 真子 群 的 导 群 含 在 N P. 于 是 我 们 得 到 
IQ(GY'| < p. 故 Q3(G) 是 p 交换 的 . 这 意味 着 


nmai(c) = Q1 (02(G)) = N1 (R2(G)) 


是 群 . 从 而 Ru (G) = Q1(G). 
因为 . 
e-n-2, p” = |G] = | [| IR4(6)/9.:(6)], 
s—2 
* IG) «p^. X. G 非 循环 , 故 (G) z p. 以 下 分 I3(G)| 2 p? M (G= 
分 别 讨论 . 
情形 1 |Qi(G)| = p. 


此 时 
 Im(G)-1.- 


nie) ep) 


] 4- p. 
因为 
e-n-2, p" = |G| = |Q (G) [[18.(G)/9.:(G)]. 


s=2 
存在 正 整 数 t 使 得 |Qi:(G)/Q_1(G)| = 有 到， 进一步 地 , E 2«isceH it, W 
IQ;(G)/Q;-1(G)| = p. 由 此 可 知 : dE s«t—1, Rl [O,(G)| = p^; Xe s 2 t, W 
IQ.(G)| = ps+2. HF 2«j€n- 1, 我 们 计算 G 的 阶 为 p 的 子 群 个 数 如 下 . 
tis deci 因为 Qi:(G) = Q6}(G), 其 中 2<i<e, 有 


4 - BOO Pe- 


ep) "prp-1 ^ 
又 因为 05 1(G)| = p), 故 s;(Q05-1(G)) = 1. 由 此 可 得 
si(C) = c;(G) + s,(Q5-1(G)) = 14 p. 
T j=t, W 
e(G) = (%(G)| - -1 (G)| _ ptp’ - 1) 2g. 


plp) — ptp- 1 
因为 IQ, 1(G)| = pt, 故 s (0, 4(G)) = 1. 从 而 
st(G) = e«(G) + s(Q, 11(G)) 2 14- p +p’. 
d ejt, 
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QO -QO _ mt-D _ 2 


lG) = gp) pp -1) 
因为 
|9;21(G)| 2 5?**, d(05-1(G)) € 3 
故 
sj($5-1(G)) € 1-- p p*. 
从 而 


sj(G) =cj(G) + s;(Qj-1(G)) < 1 - p + 2p*. 
4 j-e-c-1-n-1,H d(G) < 3 可 得 , sj(G) < 1- p4- p?. 


综 上 所 证 , 对 于 1« kn, 总 有 sk(G) €«12-p42p*. | 
情形 2 |Q1(G)|=p? 
此 时 ， 
 |my-1 i 
niet = l+p+p . 
因为 


e-n-2, p'-|G|- n.o AC 1(G)|， 


故 对 于 2xixe IA 0:(G)/0;1(G)| = p. 于 是 
IQ,(G)] - JQi-:(6)| 2 (p — 1) 


IQ; (G)) si iin ;, e«(G)-— ~ wp) 一 pi-i(p—1) =p. 
因为 
d(Q;1(G)) €3, QO =p, 
故 
si(%w-1(G)) € 13 p p^. 
由 此 可 得 


si(G) = ci(G) + s:(Ni-1(G)) < 1 +p + 2p". 
X. d(G) € 3, V sn-1(G) S 1 +p +p’. 
综 上 所 证 , HF 1<k<n, B/H sk(G)<S<1+p+2p?. 
由 引 理 5.1.26 和 引 理 5.1.27 即 得 下 列 的 结论 . 


定理 5.1.28 设 G X p" MH, p > 2, n 2 5, exp(G) = pe， 则 对 于 满足 


1£kzn 的 正 整 数 必 ,下列 陈述 是 等 价 的 : 
(1)e2n—3; 
(2) sk(G) € 1+p + 2p?; 
(3) sk(G) «1 p tp?, 其 中 2<t<p; 
(4) sk(G) < p^; 
(5) ck(G) € p*. 


[] 
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0.2. 子 群 个 数 较 多 的 p 群 


有 限 交 换 p 群 是 结构 最 清楚 的 p St, 它们 由 其 型 不 变量 唯一 确定 .由 于 交换 
群 的 任意 两 个 子 群 的 乘积 仍 是 一 个 子 群 , 直观 上 看 , 似乎 交换 p 群 比 非 交 换 p 群 有 
更 多 的 子 群 . 然而 , 事实 并 非 如 此 . 本 节 首 先 介绍 交换 p 群 的 子 群 个 数 的 计数 公式 ， 
然后 给 出 子 群 个 数 “ 最 多 ”及 “次 多 ”的 两 类 有 限 p 群 的 结构 , 最 后 简要 介绍 某 些 
计数 定理 . 

关于 交换 p 群 的 子 群 个 数 , 最 早 的 结果 有 叶 彦 谦 等 的 工作 , 见 [55] [58], [81], 
[198]. 

HFEEWECEXERR 4.1.11 中 给 出 了 有 限 交 换 p 群 中 给 定型 不 变量 的 子 群 个 数 的 公 
X. Djubjuk 在 [60] 给 出 了 有 限 交换 p 群 中 给 定 w 不 变量 的 子 群 个 数 的 公式 . 

所 谓 交 换 p 群 的 w 不 变量 , 即 其 作为 正则 p 群 的 w 不 变量 , 回顾 一 下 , 称 交 
H p EEG WB wu PEEN {w ,we}, 如 果 


pA GI i121,9,--,e-e(G), 
其 中 e(G) 是 G PES, 即 满 足 exp(G) = pe(9). 我 们 有 
d(G) —U12usZ-Zue»90. 


为 方便 起 见 , 有 时 也 可 认为 G 的 w 不 变量 为 {w ,we,0,…… ,0}. 
设 wi >w: >…>we 是 e 个 非 负 整 数 , 而 2--28.JÉtEX e 个 整数 , 则 
我 们 规定 数 


| Wi, *'*, We D (ws—ßBi)bi - Us; — D; 
| i | — pm a | f i (5.10) 
B, c. Be a l Bia, 


其 中 Be 规定 为 0， H 的 定义 见 引 理 1.10.4. 
定理 5.2.1 (Djubjuk) ik G 是 有 限 交 换 p 3E, 其 w 不 变量 为 {w , we}. 又 


设 bie ,fe 为 任意 整数 . 则 G 中 o 不 变量 为 {b ,Ge} 的 子 群 个 数 为 
P Utt "E. 
Bi, did Be 
由 引 理 1.10.4, 对 于 0 <m < n, p^ 阶 初等 交换 p 群 中 p" 阶 子 群 为 | | E 


m p: 
{E 162) 给 出 初等 交换 p 群 的 下 列 有 趣 的 刻画 . 
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定理 5.2.2102] i G X p" Btj pæ, n 2 1. N 

(1) s1(G) < HE 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 exp(G) = 

(2) -FF-2€m«n, s«(G) « MF 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 G 初等 交换 

证 明 (1) 由 于 任 两 个 p 阶 子 群 的 交 为 1, 所 以 当 G 的 每 个 元 素 都 生成 一 个 p 
阶 子 群 , 即 当 exp(G) = p Hf, s1(G) = bh K 否则 , si(G) < e lgl, } 

(2) HFG RRKT NIENIE G/&(G) G) 的 极 大 子 群 个 数 故 当 m= 
n 一 1 时 结论 成 立 . 下 面 设 1 < m < n 一 1. ER G 的 一 个 极 大 子 群 M. 我 们 把 c 
的 所 有 p" 阶 子 群 分 为 两 类 : 一 类 是 含 于 M F, 另 一 类 是 不 含 于 M 中 , 并 把 这 两 
类 子 群 的 集合 分 别 记 为 S 和 S. 第 一 类 子 群 的 个 数 显 然 是 |Si| = sm (D. 下 面 研 
究 第 二 类 子 群 的 个 数 . 

设 H eS. 则 由 M 在 G 中 的 正规 性 和 极 大 性 得 Hi := HOM Æp! TE. 
于 是 五 由 Hi 添加 G\M 的 一 个 元 素 生 成 , 并 且 对 于 GVM 中 元 素 的 pm 一 p™-! 
种 不 同 取 法 得 到 同一 个 子 群 H. 这 说 明 , 包含 的 并 且 在 集合 SQ 中 的 子 群 个 数 
不 大 于 

|G \ M|/|H \ H1] = (p^ — 9^ D)/(p" —p"7 )=p" ™. 


于 是 有 
lsz| < p" "sm (M). 
因此 得 
$m(G) < sm(M) 十 D "sm (M) 
用 归纳 法 得 


由 引 再 1105), 8 sm(G) < [7] 并且 等 号 成 立 当 且 仅 当 sm(M) = | "二 以 


及 sm-a(M) = | 7| 因 IM < IG, 由 归纳 假设 得 MM 为 初等 交换 群 .再 由 M 


选取 的 任意 性 ， 由 上 述 等 号 成 立即 推出 G 的 每 个 极 大 子 群 都 是 初等 交换 群 .假如 
G 本 身 不 初等 交换 , 则 由 推论 1.7.11 可 知 , G 或 为 方 次 数 为 的 p? 阶 非 交换 群 , 或 
为 p 阶 循环 群 , 与 假设 1 < m < n 一 1 矛盾. 口 

注 5.2.3 ”在 定理 5.2.2 中 , 对 满足 2 < m < n 的 任意 一 个 固定 的 m 均 有 
sm(G) = MI 当 且 仅 当 G 为 初等 交换 p E. 换 和 白话 说 , 判断 一 个 p 群 G 是 否 为 
初等 交换 了 群 ， 只 需 考察 G 的 某 个 固定 阶 的 子 群 个 数 即 可 . 

由 定理 5.2.2 可 知 , 各 阶 子 群 个 数 最 多 的 p 群 是 初等 交换 p 群 . 一 个 自然 的 问 
UE: 除了 初等 交换 p 群 之 外 , 各 阶 子 群 个 数 最 多 的 p 群 是 什么 样 的 呢 ? 
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对 p > 2, 曲 海 鹏 在 文献 [138] 中 回答 了 这 个 问题 . 给 出 了 类 似 于 定理 5.2.2 的 
一 个 刻画 . 出 乎 人 们 的 预料 , 这 样 的 群 是 方 次 数 为 p 的 p? 阶 非 交 换 群 与 初等 交换 
p 群 的 直 积 . 下 面 我 们 证 明 这 个 结果 . 

定理 5.2.4. 设 p 是 奇 素数 , G 衬 Mp(1,1,1)x CK. M VI&ix k-3 HA 
k 十 | n | 十 p**3 =p P | k. | (p**3 — p**1y(pkt8 e i 
P ja Lij, $—p i—-]8|,  ip*—p p p>) 
证 明 i H EGA p! BF RE. KA |G: Z(G)| = p?, W |H n Z(G)| 2 p7. 
下 面 我 们 依照 H n Z(G)| 的 不 同 的 值 来 数 p^ 阶 子 群 的 个 数 . 
£ H< Z(G), 由 于 Z(G) 是 p^. 阶 的 初等 交换 p 群 , 则 HC 上 T | 种 不 


2 


s(G) = | 


同 的 选择 . 也 即 在 这 种 情形 下 , 有 | 个 严 阶 子 群 


E |H N Z(G) = pt, 则 由 Z(G) 中 选取 一 个 p-! 阶 子 群 K 使 得 K = 
H n Z(G), 有 l ^| 种 不 同 的 选取 , 另 一 方面 , 由 G\Z(G) 中 选取 一 个 p 阶 元 
z 有 pk+3 _ pk+l 种 不 同 的 选取 , 于 是 H = (Ka). 注意 到 对 于 x 的 pi p- 种 
不 同 的 选取 对 应 于 相同 的 H. 于 是 HH 
k £1 pts m pet 
| - |. pi-p- 
种 不 同 的 选取 . 也 即 在 这 种 情形 下 , 有 如 此 多 个 pi 阶 子 群 
&iHnZz(G)|-p-?, 则 G = HZ(G)， 因 而 H 非 交换 . 于 是 G <HA 
H N Z(G) 是 Z(G) 的 包含 G' 的 阶 为 p- 子 群 。 选取 一 个 p- 阶 子 群 K 使 得 
K= uin zb. Bis 2(G)/G' 是 兴 阶 的 初等 交换 p 群 , 所 以 K 有 | ;3| 种 不 
同 的 选取 . 另 一 方面 , 由 GVZ(G) 中 选取 一 个 p 阶 元 z, 由 G\Ce(z) 中 选取 一 个 p 
阶 元 y. 这 样 的 选取 有 (pk+3 一 p*+1)(p*+3 一 pr+2) ft. 于 是 H = (K,z,y). 注意 到 
对 于 zx 和 的 (p —p-?)(p 一 pi-!) 种 不 同 的 选取 对 应 于 相同 的 H. 于 是 五 有 
i (pk+3 — pk+1)(pk+3 — pk+2) 
heal. (p* — p-p — p=) 
种 不 同 的 选取 . 也 即 在 这 种 情形 下 , 有 如 此 多 个 p 阶 子 群 . 
综 上 所 证 ， 
k + ' E | p**3 — ptt A | k | (p**3 — ge ipa — Op 
í Ja [i—l], P-P- i—3], -rp 


[] 


si(G) = | 
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引 理 5.2.5 iE p 是 奇 素数 , G 兰 Mp(2,1)xCk X Cp x CH. 则 V1 & i « k+3, 
均 有 
«o- LL ial, 
证 明 ”由 假设 可 得 
G/U1(G) = 1(G) = C$,  Q(G)/01(G) = CEt, 


TR 
si(G) = si-1(G/01(G)) + si((3(G)) 一 ai 
| [k4-2 k+2| — "hi 
-[ sl i | jw " 0O 
推论 5.2.6 ” 设 p 是 奇 素数 ,n 之 3， 


Gi = 0p x C, G-My,(2,1) x C275, 
Gs = Mp(1,1,1) x 023, Gu =0°. 
则 
81(G1) = sı(G2) < $1(G3) 一 sı(G4), 
Sk(G1) — Sk(G2) < Sk (G3) « Sk (G4), 


P 2<k<n-2; 
sn-1(G1) = $n-1(6G2) = Sn—1 (G3) < sn-1(G4). 


证 明 ”由 引 理 1.10.4, 51% 1.10.5 和 引 理 5.2.5 及 定理 5.2.4 即 得 . 口 

定理 5.2.7 i G X p" 阶 群 ,N 是 G 的 p 阶 正规 子 群 . 则 对 于 1<k<n, 
HA sk(G) € sk (G/N x Cp). 

证 明 令 G=G/N xN, iF |N] =p. 再 令 S, 和 S, 分 别 表示 G 的 包含 N 
的 p* 阶 子 群 组 成 的 集合 和 G 的 不 包含 N 的 p^ 阶 子 群 组 成 的 集合 .五 I 75 分 别 
表示 G 的 包含 N 的 p^ 阶 子 群 组 成 的 集合 和 G 的 不 包含 N 的 p^. 阶 子 群 组 成 的 
集合 . 则 

sk(G) = S1] + S2); sk(G) = |Z| + [73]. 


显而易见 ， 
Sil = s&-1(G/N) — I. 


只 需 证 |52| < Rl. 
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令 5 表示 G/N If] p* 阶 子 群 的 集合 , AH) 表示 H 的 不 含 N 的 所 有 极 大 子 
群 的 集合 . Be 


S8 -(H«G|H/NeS), 733 -(H«G|H/NeS). 


我 们 断言 : S2 = ne, M(H 


首先 可 证 : XP H, H; € $3, a M(H) n AA (Ho) = e, 其 中 Hi z Hz. EF, 
4 L€ A (Hi)n AIO (Ha). 则 显然 有 Hi = LN = Hs, FE. 
Ru Sz = u M(H) 事实 上 , S LeS. MLNES HL<LN. i 


Le Et , ART). 于 是 8 E aa AH ) 明显 地 ， U. M(H) C Sz. AA, 我 们 
ED3 
有 nh- = m M(H). 
最 后 需 证 : VH/N < G/N, 其 中 |H/N| = p*, 均 有 
IA (H)| < | A (H/N x N)J. 

于 是 |Sz| < |72]. 事实 上 , 因为 

IA (H)| = sk(H) — sk-1(H/N) B. |4(H/N x N)| = sk(H/N x Ñ) — sr-1(H/N), 
我 们 仅 需 证 s.(H) € s(H/N x N). 这 只 需 证 d(H) < d(H/N x N) 即 可 . 然而 后 者 
是 明显 成 立 的 . 口 


引 理 5.2.8 设 了 是 奇 素数 ,NM 是 方 次 数 为 p 的 pr 阶 群 , G = M *M(1,1,1) 
iX |G'| = p, G = M x C2, M s2(G) < s2(G). 


证 明 1 
S= {H | H <G,H £ Z(M),|H|— p), 
T = {H | H «G,H £ Z(M),|H| = p^). 
RAUWE |S| < |T|. 
因为 Z(G) = Z(M) H |G'| = p, 故 对 所 有 的 zx € GAZ(M), 均 有 |Ce(z)| = 
pr+ .为 一 方面 , 对 所 有 的 ze es 均 有 |Ca(z)) 2 p^, H 
|Ca(x)| — p 
S| = 一 一 一 一 ， 
p —- p^—p 


1 [Ca(zj| — p 
T|z —— em 
T p=] 2. p-—p 


rEG\Z(M) 


于 是 |S| < |T|. 因为 Z(G) > Z(M), 故 等 号 取 不 到 . 口 
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引 理 5.2.9 ik p 是 奇 素数 , M 是 方 次 数 为 p 的 p^ 阶 群 , G — M * Mp(1,1,1) 
X |G'| =p E |K| = p, Č = M x Œ. 则 对 于 2<k<n++2, 均 有 e(K)k(G) < 
e(K)k(G), 其 中 e(K)k(G) 表示 G 的 包含 KK 的 p 阶 初等 交换 子 群 的 个 数 ， 特 别 
地 , Æ e(K)k_a(M) Z0, 则 e(K)k(G) < e(K)&(G). 

证 明 ”只 需 证 e(K)K(G) — e(K)(M) € e(K)&(G) — e(K)&(M). AHE, 令 

Sı = {H | H < G, H &C5,H > K,|Hn M| = p* !), 

S3 = {H | H <S G, H S C$, H 2 K,|Hn M| =p" °}, 

Ti = {H | H < G, H = 0}, H > K, |H n M| = p* 1), 

T; = {H | H < G, H = CE, H » K, |H N M|  p*?), | 

bee Gs, Li 和 L, IL : Lil = p?, 
TE(H|HsL, HC |HrfiZ 1). 
id fi = |si]; fa Sa], g9 = [il 92 = [75], t= [T]. ul 
e(K)k(G) — e(K)k(M) = fı + fo, e(K)k(G) - e(K)&(M) = g1 + ga- 
令 EX(M) 表示 M 的 包含 K 的 p 阶 初等 交换 子 群 的 集合 . 则 
fi= M) (n(€s(H)-s(Cu())/(1(C5) — (C5), 

H€Ey 1(M) 


f= >, (sX«(€c(H) - s(Cu(H)) - f(H))/t, 


H€Ey..2(M) 


a= P; (n(Ca(H) - s(Cu(H))/((C5) ^ (CE), 
H€Ex.1(M) 


g= >》 (sXCa(H)) - s(Cu(H)) - g(H))/t, 
H€Ey,-3(M) 
其 中 
f(H)- JM, ICel((H,z))— Cu (UI. 2))|/(? — 1)(2 — p), 
r€CWu(H)M 
g(H)= >》 |Ca(H,z)) - Cu ((H,))|/(» — 1)(p? — p). 
r€CWu(H)M 


因为 |Ce(Ħ)| = |Cg(#)| B. 
Ca(H) = Cm(H)*Mp(1,1,1), Ca(H)= Cm(H) x C, 


TJ sı(Ce(H))=sı(Cg(H)). 类 似 地 , f(H)=g9(H). 由 引 理 5.2.8 可 得 , s2(Ca(H))< 
s2(CalH)). 于 是 f-g H fa «go, 其 中 fo = g EHNA Ex 9(M) = 2. [] 
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引 理 5.2.10 ik M X p^ MESE, |6(M)| = p, G = M *s(m) Mp(1, 1,1), G = 
MxC2, 则 对 于 2 < k < n2, Àj sk(G) < sk(G). 特别 地 ,车 e((M)), 1(M) #0, 
N) sk(G) < sk(G), 其 中 e(K)k(G) 同 引 理 5.2.9. 

证 明 令 S, 和 5 分 别 表示 G 的 包含 B(M) 的 p» 阶 子 群 的 集合 和 G 的 不 
包含 e(M) 的 p* 阶 子 群 的 集合 . 五 和 五 分 别 表示 G 的 包含 B(M) 的 p: 阶 子 群 
的 集合 和 G 的 不 包含 (M) 的 p* 阶 子 群 的 集合 . 

因为 G/6(M) = C+! = G/e(M), W Sil = | 五 |. 于 是 我 们 只 需 证 |Sz| < [73]. 

4 S 表示 G/SM) 的 p* 阶 子 群 的 集合 , MACH) 表示 H 的 不 包含 e(M) 的 
极 大 子 群 的 集合 . 再 令 


S3 = {H < G | H/9(M) € S), Ts = {H < G | H/®(M) € S}. 
类 似 于 定理 5.2.7 的 论证 , 我 们 有 5。 = BSA Kii 同 理 , 7; = JU. M(H). 因为 


H/9(M) 初等 交换 , 故 d(H) = k 3È Bpi Am s 分 别 表示 7s 和 Sa 中 初等 交 
换 子 群 的 个 数 . 则 


= e(&(M))k(Q1(G)), s = e(8(M))k((G)). 


于 是 结论 由 引 理 5.2.9 推出 ， 口 
定理 5.2.11 itp 是 奇数 , G 是 p^ 阶 群 , G = Mp(1,1,1) x C279. 若 G 不 是 
初等 交换 的 , 则 对 于 1 kn, HA sk(G) < sk(G). 特别 地 , XS 2«k«n—2, 则 
sk(G < sg(G). 
WEB] E G/G' 不 初等 交换 , 反复 使 用 定理 5.2.7 可 得 , sk(G) < sk(Cpz x O5 ?). 
于 是 结论 由 推论 5.2.6 得 到 . 不 妨 设 G' = e(G). 因为 G 不 初等 交换 , d G' > 1. 
车 |G1| $p, 由 [33]73 中 的 引 理 4.2, 可 设 


GMyp(2,1)x C7” 或 M;(1,1,1)*a(w) M, 


其 中 Ie(M)| < p. 由 推论 5.2.6, 我 们 只 需 考虑 G & M, 1,1) xeu) M 的 情况 . E 
M 交换 , 则 
GSG 或 G-(M,11)*O3) x C5 *. 

由 引 理 5.2.10, sk(G) < sk(Cp x C2-?). 于 是 结论 由 推论 5.2.6 得 到 . We M 非 交 
换 . 反复 利用 引 理 5.2.10, 不 妨 设 M = Mp(1,1,1) x C275. 2«k&n- 2, W 
e($(M)). 1(M) #0. 于 是 结论 由 引 理 5.2.10 推出 . 

E |G'| > p^, 反复 利用 定理 5.2.7, 不 妨 设 |G'| = p. 使 用 在 |G'| = p 的 情况 下 
获得 的 结论 以 及 定理 5.2.7, 可 取 N < C@N Z(G) E IN| 2 p 使 得 


G/N = Mp(1,1,1) x C7 *. 
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于 是 存在 a,b € G 使 得 ([a,5]) = N. 令 工 = (a,b). W |L| = p. 观察 定理 5.2.7 的 
论证 , 我 们 知道 等 式 成 立 当 且 仅 当 e(T) 不 含 N, EH T 是 包含 N 的 p 阶 子 
群 . 令 H 是 包含 工 的 p*+1 阶 子 群 . 则 N = <H). 因而 


sk(G) < sk(G/N x Cp) = sk(G). 口 


在 定理 5.2.11 中 , d$ k —1:X k — n — 1, 则 等 式 成 立 是 可 能 的 . 例如 , 设 G 是 
方 次 数 为 p 的 p^ 阶 群 . 则 s1(G) = s1(G). 2$ d(G) 2 n =-1 则 si(G) = sn-1 (6). 

XF p= 2, 应 用 Magma 搜索 the SmallGroup database 中 所 有 的 阶 不 超过 28 
阶 的 群 , 发 现 定理 5.2.11 仍然 成 立 . 基于 这 个 事实 , 曲 海 鹏 在 文献 [138] 中 提出 了 如 
下 猜想 . 

猜想 5.2.12 ”除了 初等 交换 2 群 之 外 , Da x C5 是 各 阶 子 群 个 数 最 多 的 p 群 ， 
其 中 Ds 是 8 阶 二 面体 群 ,上 是 非 负 整数 . 

此 猜想 近期 已 被 曲 海 鹏 证 明 . 

最 后 简要 介绍 Sokuev、Berkovich 等 在 计数 问题 上 的 其 些 工作 : Sokuev 从 20 
世纪 60 年 代 末 起 , 特别 是 在 20 世纪 70 年 代 就 在 p 群 计 数 问 题 上 做 了 大 量 的 工作 . 
他 推广 了 Hall 计数 原则 ( 即 定理 1.10:6), 并 且 得 到 了 在 给 定 阶 p 群 中 给 定 指数 的 
子 群 个 数 的 一 个 明确 的 公式 , 此 外 还 有 一 些 其 他 结果 . 他 的 主要 工作 可 见 文献 [51], 
[145] 一 [152]. 限于 篇 幅 , 我 们 只 叙述 他 的 计数 原理 以 及 它 的 一 个 推论 . 

定理 5.2.13 (Sokuev 计数 原理 ) 设 G 是 有 限 D E, M 是 由 G 的 若干 群 子 集 
组 成 的 集合 , 这 些 群 子 集 都 不 是 G 的 生成 系 . 对 于 i 二 0,1,…: ,d= 二 d(G), 以 S; 表 
G 中 指数 为 p^ 的 大 子 群 的 集合 . 对 于 G 的 任 一 大 子 群 M. Anm M) 表示 M 中 
4T M 的 群 子 集 个 数 . 又 对 a 二 0,1,:… ,d, 令 


Ma(G) = (S € M |(S,®(G)) € Sa}. 
再 取 00,01,''* Qd 为 任意 数 ， 则 有 


d d a 
yr Y ain (M) = J X ag H Ma(G)]. 
i-0 MES; a—1jf-1 
在 上 式 中 , 取 M 为 G 的 所 有 真子 群 的 集合 . 并 对 i = 0,1,…,d, W a; = 
(—1)ipG), 即 可 得 到 Hall 计数 原则 ， 
由 Sokuev 计数 原理 可 以 推出 下 面 的 定理 . 
定理 5.2.14 HGAI p 8E, IG| — p^, 31 í— 0,1, ,n, W ElI 表示 G 
中 所 有 p! 阶 初等 交换 p 子 群 组 成 的 集合 , 则 


3C u'»9)J&(G)| = 0. 


i—0 
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应 用 这 个 公式 又 可 得 到 新 的 计数 原则 和 若干 新 结果 , 不 再 更 述 . 

E 20 世纪 60 年 代 末 起 , Berkovich Æ p 群 计 数 方面 也 做 了 不 少 工作 . 特别 值 
得 提出 的 是 , 他 在 文献 [24] 中 对 有 限 2 群 的 计数 问题 得 到 了 类 似 于 p > 2 情形 的 
结果 . 他 先 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 5.2.15 设 2 群 G 不 是 极 大 类 的 , |G 5 2^, 2 & k &« n, I G 中 2* 阶 极 
大 类 子 群 的 个 数 是 4 的 倍数 . 

根据 这 个 定理 , 他 把 Miller 和 Kulakoff 的 结果 推广 到 2 E, 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 5.2.16 设 2 群 G 非 循环 , 亦 非 极 大 类 2 群 , 设 |G| = 2^, 则 : 

(1) e(G) 20(mod2), 1« k <n; 

(2) sk(G) 三 3(mod 4), 1€ k € n — 1. 

Berkovich 关于 计数 问题 的 其 他 有 趣 结果 还 有 下 面 的 定理 . 

定理 5.2.17 ([25] 的 定理 2) 设 G 非 绝 对 正则 , 亦 非 极 大 类 也 群 . 则 G 的 方 
KAA p 且 阶 为 p? 的 子 群 个 数 三 0(mod p); LÆ p > 3, 则 G 的 方 次 数 为 D 且 阶 
为 如 -的 二 元 生成 子 群 个 数 三 1(mod p). 

定理 5.2.18 ([24] 的 定理 5.4) ik p»3,|G| 2 p^, n» 3, G 不 是 亚 循 环 群 . 则 
对 大 > 2, G 的 p* 阶 亚 循环 子 群 个 数 = 0(mod p). 

定理 5.2.19 ([26] 的 定理 11) it p2,|G| — p^. N G 的 pt 阶 初等 交换 p 子 
群 的 个 数 三 0 或 1(mod p). 

他 在 20 世纪 90 年 代 关 于 计数 问题 的 工作 可 见 [27] 一 [31]. 值得 提出 的 关于 计 
数 问 题 的 其 他 工作 还 有 [44], [46], [82], [86], [94], [126], [176] 等 . 
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利用 子 群 计数 刻画 p 群 也 是 p 群 研究 的 重要 内 容 . 早期 的 一 个 众所周知 的 结 
果 就 是 : 设 G 是 p^ 阶 群 , 1 <m « n. Ë sm(G)=1， Jj G 循环 . 如 5.2 节 看 到 的 ， 
BEER REEF x EP HO ERE ORI T IARE p EE. 然而, 一 般 来 说 , 仅 利用 一 
个 算术 不 变量 ( 子 群 的 个 数 ) 不 能 区 分 开 互 不 同 构 的 两 个 有 限 p 群 . 但是, 对 于 一 
些 特殊 类 型 的 有 限 p 群 , 算术 不 变量 对 p 群 结构 的 影响 还 是 足够 大 的 . 本 节 我 们 给 
出 某 些 类 型 的 交换 p 群 、 内 交换 p 群 及 亚 循环 p 群 的 计数 刻画 . 

BEES HB EXE 5.2.2 说 明 , 用 子 群 个 数 可 以 刻画 初等 交换 p 群 , 那么 , 对 于 一 
般 的 交换 p 群 呢 ? RRES HAER p 群 著作 [194] 第 12 章 提 出 下 面 的 问题 . 

问题 5.3.1 iE G 是 有 限 交 换 p #, |G| = p" d(G) =d <n. 令 s(G) 表示 G 
的 所 有 子 群 的 个 数 , 即 s(G) = 2 sn(G) A f(n,d) 为 当 G 跑 遍 所 有 p Hr d 元 
生成 的 交换 p 群 时 s(G) 的 最 大 值 , 求 f(n,d), 并 求 达到 最 大 值 时 群 G 的 结构 
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他 们 在 其 著作 的 同一 章 还 问 , 用 各 阶 子 群 个 数 能 否 刻画 一 般 的 交换 p 群 呢 ? 即 
下 面 的 问题 . 
问题 5.3.2 ik G AAR p 群 ,|G| — p^. 令 sm(G) 表示 G 的 pm 阶 子 群 的 
个 数 . 称 
S(G) = {s0(G), 1(G), $2(G), ** ,sm(G),*** ,sn(G))} 


为 G 的 子 群 个 数 序列 . 

(1) 在 同 构 的 意义 下 , 子 群 个 数 序 列 能 否 刻 画 有 限 交 换 p 群 ? 

(2) 设 G 是 有 限 交换 p FE, n H AAIR p E. 如 果 S(G) = S(H), 能 否 推出 
H 亦 交 换 ? 

安立 坚 等 在 文献 [2] 对 问题 (1) 给 出 了 肯定 的 回答 , 而 对 问题 olsih TRE 
的 回答 . 

定理 5.3.3 H G,H 是 有 限 交 换 p SE. 若 对 任意 的 正 整 数 k, WA sk(G) = 
s,(H), M] G « H. 

证 明 ”首先 用 数学 归纳 法 证 明 Q;(G) S H), 其 中 i 为 任意 的 正 整数 . 

由 G, H 交换 可 得 


si(G) = ci(G)+ si(Qi-1(G)), si(H)= ci(H)+ si (Qi 1(H)). 


由 归纳 假设 可 得 , 25 s «d 时 , O,(G) & O,CH). 特别 地 ,Qi 1(G) S Q; 4(H), 从 而 
ci(G) = c;(H). 
又 因为 
_ IG4(G)] — IQi-1(G)] I9; (H)| — [Qi (H) 
ve(p') plp) 
所 以 |G;(G)| 2 |G;(H)|. 从 而 s<i 时 , [G,(G)] 2 |D,(H)]. 从 而 由 定义 可 知 Qi(G) 
和 Q;CH) 有 相同 的 w 不 变量 和 型 不 变量 . 因为 UG), UH) 交换 , 所 以 Q;(G) & 
Q;(H). 不妨 设 e = exp(G) > exp(H), 则 显然 G = Qe(G), H = G,(H). 所 以 有 
GH. 口 
定理 5.3.4 HGF HAEN) p 群 , 如果 对 任意 的 正 整数 k, 都 有 ck(G) = 
cx (H), W] G # H 7838 5] 63 oo 不 变量 和 型 不 变量 . 
证 明 ”因为 
_ IQ«(G)] — IQx-1(G)] 
e (p*) | 


se 


_ I2) - [x-1 (H)| 


ck(G) ap) ; 


cy (H) 
所 以 对 于 任意 的 k, 都 有 


IQ (G)| — |Q& (H)| = Qy—1(G)| — |k- (H). 
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X BI I03(G)| [03 (H)|, 由 数学 归纳 法 可 得 , 对 于 任意 的 k, 都 有 |Q(G)|=|Qi(H)|. 
从 而 由 定义 可 知 G, H 有 相同 的 w 不 变量 和 型 不 变量 . 口 
引 理 5.3.5 设 G fo H ŽAR p $E, 且 |G| = |H| = p^. 车 sn-1(G) = 
sn-1(H), 则 d(G) = d(H). 
证 明 考虑 G/e6(G) 与 H/9(H). V M 是 G 的 一 个 极 大 子 群 , 则 M < G H 
且 仅 当 M/9(G) < G/é(G). 由 此 可 知 G 的 极 大 子 群 的 个 数 等 于 G/9(G) 的 极 大 
子 群 的 个 数 . 同 理 , H 的 极 大 子 群 的 个 数 等 于 H/H) 的 极 大 子 群 的 个 数 . 又 因为 


sn-1(G) = Sn- (H), 所 以 
xG). : | 'am- | | 
| 


Lk prp! ec EpNSI ulus p 


从 而 d(G) = d(H). 口 

定理 5.3.6 iE p 是 奇 素数 , G Cp x Cn ,万 为 正则 p 群 . 若 对 所 有 的 正 
整数 m, 都 有 sm(G) = sm(H), cm(G) = cm(H), A) H S G AA H S M,(k, 1) x 
pov. 

证 明 ”因为 e (G) = c (H), 所 以 由 定理 5.3.4 可 知 , G, H 有 相同 的 型 不 变量 . 
由 于 五 正则, 由 [194] 中 的 定理 5.5.2, 定理 5.5.5 可 设 (a1,az,… ,a5 x41) Æ H Ef] 
一 组 唯一 性 基底 . 因为 G 的 型 不 变量 为 (k,1,… ,1), 所 以 olai) = pë, olai) = p, 其 
H i-2,3,.-,n— k4 1. 

35422 时 , 我 们 有 [a;,a?] = 1. 又 因为 H 正则 , 所 以 由 [194] 中 的 引 理 5.1.6 
可 知 , [aiyailjz = 1. 因为 H’ — ([a;, a;]”|h € H,j « i), PW exp(H?) € p. 

因为 sn 和 1(G) = sn-1(H), 所 以 由 引 理 5.3.5 可 知 d(G) = d(H), 从 而 |9(H)| = 
更 (G)| = p*?. XAA (a?) < 9(H), 所 以 (H) = (a) 为 p^ 阶 循环 群 ， 从 而 
IH'| < p. Æ |H'| 2 1, 则 五 为 交换 p ff. 由 定理 5.3.3 可 知 , G SH. 


k—1 


TE H ZG, 则 H' = (az 一) 因为 


即 


s2(G) = c2(G) + s2(€3(G)), s2(H) = ea(H) + s2(€3(H)), 


由 题 设 可 知 s2(91(G)) = s2(Q1(H)). 从 而 由 定理 5.2.2(2) 可 知 Q (H) 是 初等 交换 p 
群 . 又 由 [194] 中 的 引 理 5.1.6 可 知 , [a2,a;] = [a1,a;]? = 1, KP i — 2,3, ,n—k41. 
从 而 

Q4 —1(H) = (a3) x (a2) X ++- X (an-k41) 
是 G 的 交换 的 极 大 子 群 , H a? € Z(H). 由 定理 1.7.6 可 得 |H : Z(H)| = p. 从 而 
Z(H) 为 OX a (H) 的 极 大 子 群 . 再 由 a? € Z(H) 可 知 , Z(H) = (a?) x Ejs- e. 
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由 以 上 的 证 明 过 程 可 知 ， 存在 Qj, 使 得 [a1 , aj] z l. 令 A= (ai, aj), 则 Ar m 
易 知 AS M,(k,1), H AN Z(H) = Z(A) = (ab). 从 而 由 定理 1.7.6 可 得 


H = A+ Z(H) = A x ES Mp(k, 1) x C27 *1, o 


定理 5.3.7 iE p 是 奇 素数 , G Cp x C17, H 是 有 限 非 交换 p 8E. EAR 
有 的 正 整 数 k, WA sk(G) = sk(H), 则 H = M5(2,1) x C75. 

WEBH W |G| = p^, 由 sn(G) = sn(H) 可 得 |H| = p^. AX sn_1(G) = 
sQa-i(H), 所 以 由 引 理 5.3.5 可 知 d(G) = d(H). Am |e(H)| = |e(G)| = p. X 
H' < 9(H), 所 以 |H'| < p. 因为 互 非 交换 , 所 以 |H'| = p. 因为 p > 2, 所 以 由 [194] 
中 的 定理 5.2.2 可 知 H 为 正则 p Sf. 因为 


_ (G) -1 _ lImüUn-1 - 
ve(p) ep) 


所 以 |Q1(G)| = |Q3(H)| = pt. 由 五 的 正则 性 可 知 H = Q3(H). 
因为 


s1(G) s1(H), 


_ |G|- |% (G)| 


_ H|- |Q: (H)| _ 
ep?) 


n—2 
Pp) 
所 以 cz(G) = ea(H). 由 定理 5.3.6 可 知 H = Mp(2, 1) x Cn-3. 口 
引 理 5.3.8 ik G 为 亚 循环 ;D E, p 为 奇 素数 . 若 G 的 型 不 变量 为 (n,m), X 
Tnm,H 是 与 G 的 型 不 变量 相同 的 有 限 交换 p 群 . 则 对 任意 的 正 整 数 k, 都 有 
Sk(G) = sk (H). | 
WEBB ”对 群 的 阶 用 归纳 法 . 因为 d(G) = d(H) = 2, 由 Hall 计数 原则 可 知 : 


c2(G) —p"*. ce(H) 


sk(G) 2 》 sk(M) — psx(9(G)), 


MES: 
sk(H)= 5, sk(N)-—psk(®(H)). 
NESI 


由 于 G 和 五 都 有 1 个 (n 一 1,m) 类 型 的 极 大 子 群 , p 个 (n, m — 1) 类 型 的 极 大 子 
群 , 由 归纳 假设 可 知 , 对 任意 的 正 整 数 I, 都 有 
>》 sk(M) = >》 «(N). 


MESI NES: 


又 因为 P(C) 与 e(H) 有 相同 的 型 不 变量 (n — 1,m — 1), 由 归纳 假设 可 知 , 对 任意 
的 正 整数 k, 都 有 sk(@(G)) = sk(®(H)). 从 而 sk(G) = sk(H). o 
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定理 5.3.9 设 G,H 7) EARSR p E, p Zi SEX LG, H 有 相同 的 型 不 变量 
的 充 要 条 件 是 : 对 任意 的 正 整 数 及 都 有 sk(G) = s(H). 

证 明 ”必要 性 由 引 理 5.3.8 可 得 . 以 下 我 们 证 明 充 分 性 , 设 对 任意 的 正 整数 k, 
都 有 sk(G) = s.(H). 

为 了 证 明 G 和 H 有 相同 的 型 不 变量 ， 只 需 证 明 |Qx(G)| = |Qkx( 五 )| 对 所 有 的 
正 整 数 成 立 . 对 大 用 数学 归纳 法 . 

因为 p > 2, 由 [194] 中 的 定理 5.2.2 可 知 H 为 正则 p 群 . 从 而 


sk(G) cx (G) 十 Sk (€ —1(G)), S (H) mm cy (H) 十 Sy (C) 1 (H )). 


由 归纳 假设 可 知 , 对 所 有 的 s « k-1 都 有 |Q(G)| = |G,(H)], 从 而 Qk_1(G) 
和 OQ, 10H) 有 相同 的 型 不 变量 , 由 引 理 5.3.8 可 知 ， 


Sk(Nk-1(G)) = sk(Qx-1(H)). 


从 而 可 推出 ck(G) = ex(H). 又 


_ [(G)| — |Ħr-1(G)| _ [(H)]| — [9-1 (H)| 
ep") | plp") 
所 以 |Qk(GJ| = I% (H). | : 
定理 5.83.10 HGF HAAZ pt, p SERO 若 对 任意 的 正 整数 k, 
都 有 sk(G) = sk(H), N GSH Xt G = My(n, m), H = M,(m,n), P n>m. 
证 明 “因为 亚 循环 内 交换 p 群 的 p 阶 子 群 个 数 为 1 十 bp, 而 非 亚 循环 内 交换 p 
群 的 p 阶 子 群 个 数 为 1-- poe p^ 所 以 只 需 考虑 GH 同时 为 亚 循环 内 交换 p 群 或 
者 同时 为 非 亚 循 环 内 交换 p RE 
先 来 考虑 G 和 H 皆 为 亚 循环 内 交换 p 群 的 情形 , 由 定理 5.3.9 可 知 ,G 和 五 
有 相同 的 型 不 变量 , 所 以 GSH 或 者 G = My(n, m), H = Mpm, n), HEHE n>m. 
再 考虑 G 和 H 皆 为 非 亚 循环 内 交换 p 群 的 情形 ， 由 定理 1.7.10, 不 妨 设 
G S M,(n,m,1), H S M,(n', m',1), EP n 2 m. n' >m. 我 们 只 需 证 明 n — n, 
m= m: 


ER, 不 妨 设 m «m. 由 题 设 易 知 


Ck (G) ck(H) 


m+n+l=m +n +1. 


从 而 n »nzm»m. 
"5 no» m Rf, Qm(G) 为 (p^, p", p) 型 交换 群 , O,,(H) 为 (om,pm ,p) 型 交换 
群 , 从 而 
Sm(G) = sm(f1m(G)) > ss (Qm (H)) = sm (H). 
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矛盾 . 
M n= m 时 , 计算 可 知 cm(G) > cm (T). 此 时 , Q5, 4(G) 为 (pt, p™ t, p) 型 
交换 群 , Qi,_1( 旦 ) 为 (pt, pm p) 型 交换 群 . 因为 m — 12 m', 所 以 


Sm(Nm-1(G)) 2 5m(Nm-1(H)). 
从 而 
Sm(G) = em(G) +F smin lE) » es (H) + S (Gy -1(H)) = s (H). 


矛盾 . 所 以 必 有 mm = m'n- n", Ga H. | n 

我 们 看 到 , 仅 利 用 一 个 算术 不 变量 ( 子 群 的 个 数 ) 不 能 区 分 开 互 不 同 构 的 两 个 
AR p SE. 为 了 能 刻画 p 群 , 自然 地 , 我 们 应 该 考虑 更 多 的 算术 不 变量 . 

设 G 是 有 限 p R$, |G| = p^. 如 前 所 述 , 对 于 mm = 0,1 n, 以 sm(G) 表示 G 
中 p" 阶 子 群 的 个 数 , 以 c (G) 表示 G 中 pr 阶 循环 子 群 的 个 数 . 我 们 再 以 am(G) 
表示 G "Bop" 阶 交换 子 群 的 个 数 , 而 以 na(G) 表示 G 中 pr 阶 正规 子 群 的 个 数 . 
这 样 , 模仿 问题 5.3.2, 我 们 又 可 定义 群 G 的 循环 子 群 个 数 序列 、 交 换 子 群 个 数 序 
列 , 以 及 正规 子 群 个 数 序列 . 徐 明 曜 与 曲 海 鹏 在 其 2 群 著作 [194] 第 12 章 进 一 步 提 
出 下 面 的 问题 . 

问题 5.3.11 设 G 和 万 都 是 pm 阶 的 有 限 p 群 ,满足 对 任意 的 m =0,1,:… ,n,， 


人 


HFA GH? 
遗憾 的 是 , 这 个 问题 的 答案 也 是 否定 的 . 
例 5.3.12 ik p25, 


a (a, b, c | ar =b = = 1, [a,b] =g [e in] — L, [6 bl =a}, 


H = (a,b,c | a = P - = 1, [ab] = c [ea] = 1, [eb] = a”), 


其 中 o0 是 模 p 的 平方 非 剩余 . X49 G fo H X p* 阶 群 . 检查 p^ 阶 群 表 可 知 GZH. 
而 计算 易 知 G Ae H 满足 问题 5.3.11 的 所 有 条 件 . 

然而 , 对 于 奇数 阶 亚 循 环 p HE, 张 勤 海 在 文献 [213] 利用 子 群 个 数 和 正规 子 群 
的 个 数 两 个 算术 不 变量 给 出 了 其 刻画 . 下 面 我 们 证 明之 . 

徐 明 了 歇 和 Newman 在 文献 [129] 给 出 了 奇数 阶 亚 循 环 p 群 的 分 类 . 即 下 列 的 
定理 . 


5.3 ” 子 群 计数 对 p 群 的 刻画 = 118 ， 


定理 5.3.13 kp AFEK, I) G AER pHK G 与 下 列 群 同 构 . 


r4-24-u 


(a,b | a? = l. p a? ™ blab -一 alt), 


其 中 7,s,t,w 为 非 负 整数 , HEX r2luszr 简 记 这 个 群 为 (7, s,t,u;p). 对 于 参 
数 r stu 的 不 同 取 值 , 对 应 的 亚 循 环 群 互 不 同 构 ; 进一步 , G 是 可 到 的 当 且 仅 当 
stu = 0. 

显而易见 ， 奇数 阶 亚 循环 p 群 G 是 正则 的 ， 其 型 不 变量 为 (r+s+t+u,r+ s), 
其 w PEE w <2 H 0,.(G) < Z(G). X G 的 型 不 变量 为 (el,ez). 明显 地 ， 


oOx(G) -| AA n uid 
我 们 注意 到 
ch(G) = (IQ (G)] — I9: (G))/G* — »*7). 
于 是 我 们 有 下 列 的 定理 . 
定理 5.3.14 设 G 是 亚 循环 p 群 , 其 型 不 变量 为 (el,ez). M 


a(G) = pl1+2D);, 1€k«es, 
pe, ea < k € €. 


对 于 sk(G), 有 下 面 的 定理 . 
定理 5.3.15 设 G 是 亚 循环 p 群 , 其 型 不 变量 为 (el,ez). 则 
lpt tp", 1 € k < e, 
Ssk(G) — 4 1 十 2 十 ,十 2D22， e2 «k«e, 
1 十 2 十 …' 十 Dezf+e ej <k e+ ez. 
WEBB ”对 |G| 作 归 纳 . 车 |G| < p, 结论 明显 成 立 . 设 |G| > p? 且 对 阶 小 于 |G, 
结论 成 立 . 
di 1<k< e, M O(G) < G. 注意 到 sk(G) = s.(Qx(G)). 于 是 由 归纳 假设 
结论 成 立 . 
若 el Sk <e +e K G 的 一 个 型 不 变量 为 (ei ,es) 的 极 大 子 群 , 则 


eji e,—6eje2—1, ej [<e Sk. 
设 o(a) 的 型 不 变量 为 (ey,e 作 . 则 


/i H Hn 
el 二 es = €1 + €3 — 2, ei € el & k. 
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由 定理 5.3.13 及 归纳 假设 可 得 


sk(G) — (1-F p)(1 -- p: t pt1) = pi H pH e p pnte 27) 
=] +p $ ppt, g 


引 理 5.3.16 ik G= (r,s,t,u; p), 若 G 非 交换 ( 则 

(1) G 的 最 小 阶 的 非 正规 子 群 的 阶 为 prett, 

(2) 3 s #0, N) G 的 最 大 阶 的 非 正 规 子 群 的 阶 为 pr+2s+u+t1i 

(3) 若 s=0, 则 G 的 最 大 阶 的 非 正 规 子 群 的 阶 为 p^. 

证 明 令 r:-—ab. 则 o(z) = p'**. | 

(1) $ Hi; = (a? ^ W A] = p-*?. WATA, Hi 的 极 小 子 群 是 
(a? po» 7*7, 由 此 可 得 


Í 


T-4-5-ru—1 


D] ee a g Hı. 


[e 
于 是 Hi 非 正规 . 所 以 我 们 只 需 证 G 的 阶 不 超过 p"-* 的 所 有 子 群 均 正 规 即 可 . 设 
M«GH.M|xp'-". hij 


8--u a-+ 2u 


M S 0, .(G) = (a7 a € Ortala) « Z(G). 


XXE AP MG. 

(2) $ Hə = (b, gp i y, 则 | H| = p"+2s+ttu-1， 因 为 [b, a] = aP ¢ Ho, W Hə 
非 正 规 , 所 以 只 需 证 G 的 阶 不 超过 ptt 的 所 有 子 群 均 正 规 即 可 . X M < G 
县 |M] 2 pr? 则 


(aj: Mn(a| «IG: M| <p", |(a): G'| = p" 


FÆ G'«Mn(a) < M. 这 隐 含 着 M aG. 

(3) 因为 G 非 交 换 , A u > 1, HG = (b x (m. $ Hg = (P e), T 
|Hs| = p^*"-*. 因为 lb,z] = tp” Z Ha, 故 Hs 非 正规 . 所 以 我 们 只 需 证 G 的 阶 不 
超过 pz ”的 所 有 子 群 均 正 规 即 可 . Wt M < G B. |M| > pt, DU 


| 他 :Mn 人 和 IGMSE |b:cG'|-p"** 


FÆ G'«Mn(b < M. 这 又 隐 含 着 M aG. 口 
引 理 5.3.17 ik G fe H AFREK p 群 ， 若 对 任意 正 整 数 k, HA 
Sk(G) = sk( H), n&(G) = n&(H), M GSH. 


5.8. 子 群 计数 对 p 群 的 刻画 -IIT - 


证 明 ”注意 到 , 一 个 奇数 阶 p SEL 是 交换 的 当 且 仅 当 s(L) = n&(L). 于 是 G 
和 H 同 为 交换 的 或 同 为 非 交 换 的 . 

Tdi GA H 是 交换 的 , 由 定理 5.3.3 即 知 , 结论 成 立 . 

若 G 48 H 是非 交换 的 , 由 定理 5.3.13 可 设 


E (r1, 81, t1, u1; p), Hu (r2, 82, t2, U2; p). 


车 sis 7 0, 由 定理 5.3.15 和 引 理 5.3.16, 有 


Tı + 81 = T2 + 82, (5.11) 
Tj + 81 ct ii uj = T2 + S2 + t2 t us, (5.12) 
f14- 284 + ur tir — 1l T3 -b 2s + ta t 19 — 1, (5.13) 
Ty—ujictl-ra—us5-l. ' (5.14) 


解 此 方程 组 , 有 
T; — T9, 381-7382, tı =t2, Ul = u2. 


由 定理 5.3.13 即 得 G e H. 
车 sı = s2 = 0, H (5.11), (5.12) 和 (5.14) sn] G S H. 所 以 假设 si = 0, s2 Æ 

0. | 

由 定理 5.3.15 和 引 理 5.3.16, 有 


T1 = T2 + 82, (S1 
rj + ti + u1 = r2 + 82 + t2 + U2, (5.12) 
Tı +u — 1 = r2 + 2s2 + u2 + t2 — 1, (5.13") 


Tı — U + 1 = r3 — uz + 1. (5.14’) 


由 sa 式 和 (5.14') 式 可 得 , s2 = ui — ua. FH (5.11^), (5.13) 和 (5.14) 式 可 得 
tz 二 0. 又 由 (5.12), (5.14) 式 及 s9—u1— us, A ti = w2 — u. 于 是 三 一 s2 < 0. 
与 定理 5.3.13 矛盾 . 口 

引 理 5.3.18 设 G 是 亚 循环 3 3E, H XR 353. # |G| — |H| z 35, s1(G) = 
s1(H), s2(G) = s2(H), 则 H 也 是 亚 循环 3 群 . 

证 明 车 |G|=|H|<34, 明显 地 , 结论 成 立 . 下 设 |G| = |H] > 3*. 

因为 G 是 亚 循 环 3 群 , 故 si(H) = s1(G) < 4. 由 [43] 中 的 定理 4.1 可 知 , H 
亚 循环 或 是 极 大 类 的 . 

E H 是 极 大 类 3 E, 由 si( 互 ) = 4 可知, H 的 一 致 元 素 的 阶 是 9. 由 此 可 得 


sa(H) > ex(H) > (2|H|/3)/(9 — 3) = |H|/9 > 3°. 
男 一 方面 , 由 定理 5.3.15 可 得 , sa(G) < 1 十 3 十 32. 矛盾 . w H EEA H. 口 
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定理 5.3.19 设 G 是 奇数 阶 的 亚 循环 p EH RAR p E. 若 对 任意 正 整 数 
k, 均 有 sk(G) = sp(H), nk(G) = n&(H), A) G 2 H. 

证 明 者 |G| = |H| < 34, 检查 阶 不 超过 3* 的 群 表 可 知 结论 成 立 . 者 |G| = 
|H| #34, 由 引 理 5.1.16 及 引 理 5.3.18 可 知 , H 也 是 亚 循环 3 群 . 于 是 结论 由 引 理 
5.3.17 推出 . 口 


5.4 内 交换 p 群 的 非 正 规 子 群 的 共 斩 类 数 


用 v(G) 表示 有 限 群 G 的 非 正 规 子 群 的 共 斩 类 的 个 数 , 李 立 莉 与 曲 海 鹏 等 在 文 
献 [94] 分 类 了 v(G) < 2p 的 有 限 p 群 , 其 中 内 交换 p REBSAEIEAUT HR TIAE 2S 
起 了 重要 作用 . 另外 , 内 交换 p 群 作 为 一 类 基本 的 p TE, 确定 它 的 非 正 规 子 群 的 共 
KAEA EEA RK. 本 节 介 绍 他 们 的 结果 . | 

引 理 5.4.1 iE G XR IR p 8E, IG: Z(G)| =p. # H 4G, 8) |G: NG(H)| = p. 

命题 5.4.2. HG AAR p#H |G| =p. E H«G.E H £ Z(G), W HG 
3 B4 3 G' <H. | 

uERH ”结论 是 显然 的 . 口 

引 理 5.4.3 ik G 是 内 交换 p 群 . 则 G 的 所 有 非 正 规 子 群 循环 当 且 仅 当 G 
同 构 于 下 列 群 之 一 : Qs, M,(1,1, 1) 或 Mp(n, m), $P n 2 2. 

证 明 <: 显然 ， 只 需 证 Mp(n,m) 的 所 有 非 正规 子 群 循环 即 可 . 设 G S 
My(n,m) E H £G, N |G: H| 2 p? H H A318. E H PTA, W (A)| 2 p?. EI 
A [m (G)| = p?, 故 Q1(H) = RQ1(G). 注意 到 G' < Q1(G). W H ac. 矛盾 . 

=>: 因为 G 内 交换 , 由 定理 1.7.10 可 知 , G 为 Qs, Mp(n, m, 1) EÈ M, (n, m)(n 2 
2) 之 一 . 明显 地 , 仅 需 证 当 GS M, (n, m, 1) 时 有 n= m= 1 即 可 . 为 方便 , 设 


G=(a,blar = P” = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = [c, b] = 1), 


HP n2m21. Æ n22, N (a,b) 4G BH. d((a?,b)) 2 2. FE. «In m1. O 

定理 5.4.4 iE G M, (n, m) 如 定理 1.7.10 所 设 . 则 

(1) 2 m — 1, A] v(G) 21 除非 p=n= 2; 

(2) Zi m=1 H p=n=2, M v(G) 三 2; 

(3) Æ n >m > 2, A] v(G) = p"; 

(4) 则 m >n > 2, 则 v(G) = p"! + (m — n)(p™ t! — p^-?). 

证 明 — AE G = (a,b |a?" =b™ = 1, a,b] 2a" ), 其 中 n>2. 

(1) 在 这 种 情形 下 , U (G) = (g? | g € G) = (a?) 循环 . 因而 G' 是 U (G) 的 唯 
一 极 小 子 群 . H 4G. 则 G' H. 因而 01(H)=1. 由 引 理 5.43 可 得 |H| = p. 
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因为 G Z Ds, 故 Q1(G) € C2. 于 是 G BUB p 个 p 阶 非 正 规 子 群 . 另 一 方面 , 每 个 
非 正 规 子 群 的 共 斩 类 的 长 至 少 为 p. 于 是 v(G) = 1. 

(2) 在 这 种 情形 下 , G = Ds. 显然 v(G) = 2. 

(3)1X H AG. 由 引 理 5.4.3 可 知 , H 循环 . 者 m= n, SUA JH S Cpm. Æ 
m « n, W O,,(G) = (a?) 循环 . 故 G' J& O4(G) 的 瞧 一 极 小 子 群 . 因为 Qi(G) < 
Z(G), 故 |H| > p". Æ |H| > p", W O,,(H) #1. 因而 G' < O4(H) < H. 这 与 
H 4G 矛盾. WEA H Cpm. 由 引 理 5.4.1 可 知 , G KENET 
的 长 度 为 p. 故 只 需 数 G 的 非 正 规 循环 子 群 的 个 数 即 可 ， 

显而易见 , G 的 pm 阶 循环 子 群 的 个 数 是 

(Om(G)| |fàm-1(G)| 2 和 一 pm 


pm = pm—1 p" 一 pmi =p 4p 


m-1 
A 

L = {T € Qm(G) | 2 ™ E€ G'}. 
则 


n —m 


L = (op yer Cus X Osa 
由 命题 5.4.2 可 知 , G 的 p" 阶 子 群 K IEXRZAE.DUS K < L. 于 是 G 的 om 阶 正规 
循环 子 群 的 个 数 是 
I5 (L)| E IQ 1L) - ye — pim-? =p 
p" = pm-i pm - pro 


故 G 的 p 阶 非 正规 循环 子 群 的 个 数 是 


m-—1 


! (p 4775 y — gne = p. 


再 由 引 理 5.4.1 可 得 , v(G) = p" /p = p-1. 
(4) & H £G. 由 引 理 5.4.3 可 知 , H 循环 . 因为 Qn_1(G) € Z(G), fk |H| 2 p^. 
4 |H|— p». Wmzlizn. 
d£ m»l»n,Bl G 的 p 阶 循 环 子 群 的 个 数 是 
ACU- Qa pp , 
pl — p! pp =p: 
4 L= UG) N Z(G). W LS C, x Cpn-1. 由 命题 5.4.2 可 知 , G 的 p! 阶 子 群 天 1E 
规 当 且 仅 当 K <L. 于 是 G 的 p 阶 正规 循环 子 群 的 个 数 是 


IQ) - aD) 571-9? — . 4 
pl — p] i p-p =p 
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故 G 的 p' 阶 非 正规 循环 子 群 的 个 数 是 p^ — pa. 
者 1=m 则 G 的 p^ 阶 循环 子 群 的 个 数 是 


Qn G)| 一 m. G 2n _ ,2n—2 E 
IQ ) st ES p^ p' pep. 
p' —p pP —P 
^ 
L-í(reQ.(G)|a" eG), K-90&.(G)nZ(G). 
则 


"m—n-4-1 


L= (a,U? ) S C, x Cpi, K = (aP, bP" Y = 0, x Cp. 


— 5.4. HT All, G 的 p^ 阶 子 群 C 正规 当 且 仅 当 C « L. ixl LK = 
(G). X G 的 p^ 阶 正规 循环 子 群 的 个 数 是 


I (L ) S (Pia 1(L)] q Is(K)| | IQ 1 (K)| u P^ — p^n-3 : 


n-i n— pmi MEE P" Ta 
p"—p p — p p —p 
由 此 可 得 G 的 p^ 阶 非 正 规 循环 子 群 的 个 数 是 p^ 一 p" 1!. 
若 1=m, 则 G 的 pm 阶 循环 子 群 的 个 数 是 
Qn(O) -Oma oO)  pemopmm7 _ 
p" 一 pm-i p" 一 p"-i i 
由 命题 5.4.2 可 知 , G 的 每 个 阶 为 p" 的 循环 子 群 是 非 正规 的 . 由 此 可 得 G 的 p™ 
阶 非 正规 循环 子 群 的 个 数 是 p^. 
综 上 所 述 , G 的 非 正规 了 和 群 的 个 数 是 
p” + Y p" — p^ 1) = p^ + (m = n)(p" — p"). 
l=n 
于 是 
v(G) - 六 十 (m u n)(p" -p- - p 十 (m a n)(p^-! u 9^), [] 


p 
定理 5.4.5 d Ge M,(n,m,1) 如 定理 1.7.10 所 设 . 4-t—n — m. Bil 
v(G) = p"! (2p — 1)t -2p(1-- p- --- cp" 71) +p — p. 
特别 地 , È n—mc-1, NJ v(G) —p-1; € mz 2, W| v(G) 2 3p. 
证 明 不 妨 设 G= (a,b | a" = 9^ = e = 1, a,b] = o [a] = [60] = 1). IU 


G’ < Q(G) B. |Q3(G)| = p. E H AG. WW G' £H. 从 而 (H) < (G). 于 是 
IG: CH)| < p? HL d(H) « 2. 因为 G 内 交换 , H 交换 . 这 意味 着 H 循环 或 是 两 个 循 
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环 群 的 直 积 , 明显 地 , G'OO4(G) = 1. 由 命题 5.4.2 可 知 , G 的 循环 子 群 非 正规 当 且 
仅 当 它 不 含 在 Z(G) "P. FEG 的 p 阶 循环 子 群 的 个 数 是 


(UCG) oO OnZG -IQ1(G) n Z(G)| 
p! — yp-! pl — pl-1 w-—À 
由 引 理 5.4.1 可 知 , G IURE AEIESUCT-RERUJESEAS HERE p. 故 只 需 数 G 的 非 正规 
子 群 的 个 数 即 可 . 分 三 种 情形 讨论 . 
情形 1 n=m=1. 
在 这 种 情形 下 , |G| = p. 于 是 G 的 非 正规 子 群 的 阶 均 为 p Br. 因为 exp(G) = p, 
故 G 的 p 阶 子 群 的 个 数 是 p+p+1. 注意 到 G' 是 G 的 唯一 的 p 阶 正规 子 群 . 故 
G 的 非 正 规 子 群 的 个 数 是 p? +p. 于 是 v(G) = (p? - p)/p 5 p^ 1. 
情形 2 nom»22. | 
在 这 种 情形 下 , G 的 循环 子 群 非 正 规 当 且 仅 当 它 的 阶 是 p^. 由 公式 (5.15) 可 
知 , G 的 非 正 规 循 环 子 群 的 个 数 是 
IG|-IQ.-i(G)) _ p - pem 
p-pe be 
其 次 , 我 们 数 G 的 非 正规 且 非 循环 的 子 群 个 数 . XH = (x) x (y), 其 中 o(z) = 
p^! o(y) -二 p? H ki 之 ko z Ls 因为 H f Z(G) = Q4. 1(G), 故 ki — m. 男 一 方 
Iti, 由 Ca (x) = (z)Q4 1(G) 推出 1l < kə < n — 1. 于 是 H S= Cpn X C2 ; 其 中 
l < ko <n- L. 令 


| (5.15) 


一 p" 二 p". 


S(n, k2) - (H £G | H & Cj» x Cy). 
RREME E (Slk) 的 值 . 为 方便 , 令 
2 一 1 
T(n) ={C AG |O = Cpr}. 


注意 到 G 的 所 有 p^ 阶 循环 子 群 非 正规 ， 则 有 事实 : 车 H € Sl, k:), 则 对 于 具 
有 |C| = r 的 所 有 循环 子 群 C < H 均 有 C e T(n). 反之 , ÆC eTa), 则 存在 
H € S(n, k2) 使 得 C < H. 令 


S - ((C, H) | C e T(n), C € H € S(n,k2)}. 


现在 我 们 以 两 种 不 同 的 方法 计算 |5| 的 值 . 
注意 到 , 对 于 C, 有 |T(n)| 种 不 同 的 选取 . 固定 C, 我 们 确定 H 可 能 的 选取 . 
E H S Cpr x Co 其 中 ko <n, 故 瑟 是 CQ4,(G) 的 极 大 子 群 . 易 证 
H€S(nk)) 当 且 仅 当 H/Cz*O,, H (G'C)/C # H/C. 
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注意 到 G/C 兰 Cr x Cp. Æ kz = 1, 则 G/C 的 不 包含 (G'C)/C 的 p 阶 循环 子 群 
的 个 数 是 
太一 1 
2 一 ] 
若 ka 22, W G/C 的 不 包含 (G'C)/C 的 ph» 阶 循环 子 群 的 个 数 是 
phat uu ph? 
phi — pla-i 
于 是 在 任何 情况 下 , G/C 的 不 包含 (G'C)/C 的 p 阶 循环 子 群 的 个 数 是 p. 这 意 
味 着 H A p 种 可 能 的 选取 . 由 此 可 得 S| = p|T(n)|. 
另 一 方面 , 注意 到 对 于 H, 有 [S (n, ko)| 种 不 同 的 选取 . 固定 H, r a C 的 
可 能 的 选取 . 因为 H 所 有 p" 阶 循环 子 群 在 G 中 非 正 规 , 故 对 于 C, 


IH|-|Qn-i(H) — p^ — ph 


—12p. 


k2 


pr = pn—1 p" un pn-i =P 
种 可 能 的 选取 . 由 此 又 得 |S| = p*:|S(n, kz)|. 于 是 
| T 
Stn k = E. 


注意 到 |T(n)| =p"! +p". 于 是 G 的 非 正 规 且 非 循 环 的 子 群 的 个 数 是 
n—1 


>》 |S(n, k2)| = P? (p - 1)(1 +p +-+ p^7?). 
k2—1 


现在 我 们 有 G 的 非 正规 子 群 的 个 数 是 
(Pt! +p") - p*(p-- 1)(1 +p p"7?) 2 2p (13- pF p^) p^ - p. 


PE 
v(G) = 2p(1 +p +- p^) +p! — p. 


情形 3 n>m. 

在 这 种 情形 下 , exp(G) = p^ H Qm_1(G) < Z(G). Æ H T, W) H S Cu, 其 
中 m < 1gn. 由 公式 (5.15) 可 得 下 列 结果 . 

(1) Zi 1 — n, M G 的 p! 阶 循环 子 群 的 个 数 是 


prtmtl— prtm 0 d 
p^ 一 pn—1 —p : 


(2) Æ 1 — m, M| G 的 p! 阶 非 正规 循环 子 群 的 个 数 是 


2m--1 2m-—1 2 2m-—1 
ques p p 


p 
udine — uu nin 


m-4-1 
p" m pm-i p" es p"-i : 
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(3) Æ n »1» m, Wl] G 的 p 阶 循环 子 群 的 个 数 是 
l--m-1 _ ,Ll+m l--m 十 mm 一 1 
—CP-Fi 7 oW-Wa EU -E 

于 是 G 的 非 正规 循环 子 群 的 个 数 是 


2pm+1 十 (t—1)(p™t 一 pmm)， t-n-m. 


其 次 , 我 们 数 G 的 非 正规 且 非 循环 的 子 群 个 数 . 

B H = (x) x (y), 其 中 olz) = p™, oly) = p» H ki > ko 2 1. Wk; <n H 
ko S m. 因为 H £ Z(G) B. G4, 1(G) < Z(G), 故 exp(H) 2 p". BS] ki 2 m. 进 
一 步 地 , Æ ko = m, MI ki <n. ® 


S(ky, k2) = {H $ G| H Cn x Cy). 


则 G 的 非 正规 且 非 循环 的 子 群 个 数 
m-l n n—1 
35 2 lS(ki, ko)|+ M7 1S(k, m)l. (5.16) 
k2=1 ki =m ki 二 mn 


与 情形 2 的 论证 类 似 可 知 , 者 ko <m, W 


SU hie TRUE, 其 中 TCh) = {H AG |H S Cpa). 


因而 
Sin. kal = |S(m, ko)| = p™tip _ p™+2-k2 k 
! | (n, 2)| | (m, 2) pha p ; 9 « m. 
m--l 4m 
IS(ki, k2)| = O =p" ti-ka(p— 1), m«ki «n, kz « m. 


E kz =m, 断言 [S(ki,m)| = p?: i H € S(ki,m), Bl] H Æ 9r (G) 的 极 大 子 群 . 设 
M 是 Q(G) 的 极 大 子 群 . Æ G' £M, 则 OG, (G) = MG'. 因为 Ar (G) € Z(G), 
故 M € Z(G). 由 命题 5.4.2 可 知 M 4G. 进一步 地 ， 


M S OQ (G)/G' S Ci X Cpr. 
注意 到 d(Nr (G)) = 3 H. d(Q4, (G)/G") = 2. W Q4, (G) BA 
(1c p p)-(1-p) 


个 极 大 子 群 不 含 G'. 于 是 |S(ki,m)| = p?. 
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由 公式 (5.16) 可 知 , G 的 非 正规 且 非 循环 的 子 群 个 数 是 


m-—1  n—1 


m-—1 —1 
9 3 p FR Jp. >. > 人 一 1)4 y p? 


ka=1 k2—1 kiı=m+1 kı =m 


2 mr2. 
t (n — m — 1)(p"** — p?) + (n — m)? 
2 m2 _ m3 
A y p! eg 其 中 t=n-m. 


综 上 所 述 , G 的 非 正规 子 群 的 个 数 是 


2(Dm2 一 p? 上 
MÀ e(t nep? 


—p" (2p — 1)t - 2p! (1 - p +- - p^ 3) & p" — p°. 


2p" r (t u ijg" u p") $ 


于 是 
v(G) = pm 一 (2p 一 1t 十 2p(1 十 了 十 十 pm 一 ) 十 pm 一 — p. 
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从 本 章 开 始 , 主要 介绍 若干 有 限 p 群 构造 的 结果 . 我 们 将 看 到 , 中 心 扩 张 和 循 
环 扩张 的 方法 在 确定 有 限 p 群 结构 中 的 威力 . 

首先 回顾 一 下 中 心 扩张 的 定义 .着 N < Z(G) H G/N S F, WERE G A N 被 
F 的 中 心 扩张 . 本 章 的 目的 是 : 确定 当下 为 内 交换 p 群 , N 分 别 为 循环 群 和 初等 交 
换 p 群 时 G 的 结构 . 首先 对 任意 N 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 的 框架 做 如 下 分 析 . 

设 G 是 NN 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩 张 , 即 G/N 为 内 交换 p SE. 由 定理 17.7 
可 知 d(G/N) = 2. 8 G/N = (a, b). & H = (a,b), 其 中 a,b 为 a,b 在 G 到 
G/N 同 态 映 射 下 的 原 像 . 则 G = HN， 因 此 只 要 决定 H, 就 能 得 出 G 的 结构 . 
X G/N = HN/N € HIHGRN, R HAN = M. W H/N 为 内 交换 p 3f. H 
d(H/N1) = d(H) = 2 ^ll Ni < (H). 

通过 以 上 分 析 可 知 , 要 确定 任意 N 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 得 到 的 群 , 实际 
上 就 是 要 确定 满足 下 列 条 件 的 群 G: 

RFA N«Z(G)n9(G) G/N 为 内 交换 p st. 

进一步 地 , 还 能 得 到 任意 N 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 的 更 精细 的 条 件 . 为 方 
便 起 见 , 引进 下 列 符号 . 


Sı = {G | IN < Z(G)n (G) 且 G/N 为 内 交换 p RE), 
89 4 {G| IN < Z(G) n G' B. d(N) <3, G/N 为 内 交换 p 8E). 


下 面 来 说 明 S; S. 
显然 5 C S1. 只 需 说 明 Si cS. 对 任意 的 Ge $1, 由 G/N 内 交换 知 ， 


dG/N)=2, e(G/N)=2, |(G/N)|=7. 


从 而 
dG)=2, |(G/Ny|— |G'N/N| = |G'/G' n N| = p. 


4 N,-2G'nN. Wi 
Ny,«Z(G)nG', d(G/Ni)-2, |(G/N1)'| = |G'/Ni| = p. 


由 定理 1.7.7 可 知 G/Ni 内 交换 . 设 G = (a,b). 又 由 Ga € N < Z(G) All, G' 交换 
H G' = ([a, b], [a, b, a], [a, b, b]). ATT d(N1) < d(G") < 3. 
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由 以 上 分 析 可 知 , 要 确定 任意 N 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩 张 得 到 的 群 G 的 结 
KJ. 只 需 确定 满足 下 列 条 件 的 有 限 p 群 G: 

RFB N<2(G)NG' 且 d(N) <3, G/N 为 内 交换 了 8E. 

特别 地 , 当 N 为 循环 群 或 初等 交换 p 群 时 , 满足 条 件 B 的 群 G 已 被 系列 论 
文 [93], [133]-[135] 给 出 了 同 构 分 类 . 文献 [6], [7] 采用 不 同 的 方法 也 给 出 了 这 样 的 
p 群 的 分 类 . 本 章 介 绍 该 分 类 结果 . 采用 的 是 后 者 的 分 类 方法 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 当 d(N) 关 1 且 N 不 为 初等 交换 时 , N 被 内 交换 p 群 的 中 
心 扩 张 的 群 结构 是 如 何 呢 ? 
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本 节 研 究 p 阶 群 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 . 首先 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.1.1 若 有 限 p 群 G 中 存在 p 阶 正规 子 群 N 使 得 G/N 为 内 交换 p 群 ， 
则 |G'| < p?. 进一步 有 

(1) # |G'| =p, N) G XX Mr 2 p* 的 内 交换 p FE, 或 内 交换 p SES C, 的 直 积 ; 

(2) # |G'| = p°, A) N = 9(G')Gs. ` 

证 明 ”由 定理 1.7.7 得 ((G/N)'| =p. 又 因为 G'/G'ON S G'N/N = (G/N)', 
所 以 |G'/G' n. N| =p. 由 |N|=p 可 得 |G'| <p’. 

(1) 设 G/N = (a,b, H = (a,b. H H 的 取 法 知 G = HN. 若 N « H, W 
G= H. Ai d(G) = 2. 再 由 定理 1.7.7 可 得 G 为 内 交换 p 群 。 此 时 显然 有 
IG|zp4, 若 NH, 则 G= 五 x N. 从 而 G 为 内 交换 p 群 与 C, 的 直 积 . 

(2) 由 |G'/G'NN|=p UK |G'| = p? TA N < G'. 从 而 d(G) = d(G/N) — 2. 
由 G/N 内 交换 可 知 B(G)G3 < N. 以 下 只 需 说 明 B(G')Gs zx 1 A. #5, W 
c(G) 22 H G' 初等 交换 . 此 时 易 证 |G'| = p, FA. 口 

由 定理 6.1.1 可 知 ,我 们 只 需 决定 这 样 的 群 G: 它 满足 |@(G')Gas| = p A 
G/9(G')Ga A P3 X 4& p Æ. 由 定理 2.5.3 可 知 , Æ |®B(G')G3| = p, W G/9(G^)Gs 为 
亚 循环 的 内 交换 p 群 当 且 仅 当 G 为 导 群 p 阶 亚 循环 群 . 由 于 亚 循环 p 群 已 经 有 
同 构 分 类 , 我 们 仅 列 出 以 下 结果 . 

定理 6.1.2([93] 的 定理 10) 设 G 是 有 限 p 群 , 满足 9(G')G4 S Cp B. G/ 
$(G')Gs — 交换 群 , 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

1) c(G) = 
(1) (a, yr "2p" —1,[ab—a" ), &*n23,m22; 

(2) (a, b |a?" "20" = aP" , [a,b] = a?" ), AKTm»n23. 
2) c(G) = 
(3) (a,b | aè = b?" = 1, [a,b] = a?); 
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(4) (a,b | a9 = b?” = 1, [a,b] = a7?; 

(b) (a,b | a" =b?" —1,[a,b] = aP), 其 中 p23,m>2; 

(6) (a,b | a9 = 1,0?" = a^, [a,b] = 0 2); 

(T) (a,b | a — 1,0?" =a” [a,b] = aP}, $P p23,m2 3. 

读者 可 以 利用 本 书 第 2 章 介绍 的 方法 来 证 明定 理 6.1.2, 也 可 以 利用 亚 循环 群 
的 分 类 来 得 到 上 述 结果 . 为 了 方便 读者 ,下 面 介绍 亚 循环 p 群 的 同 构 分 类 , 它 是 
Newman 和 徐 明 曜 在 1987 年 借助 p 群生 成 算法 得 到 的 . 他 们 在 [128], [129] 中 给 出 
T p>2 时 的 结果 , 而 p = 2 时 的 结果 可 见 [192]. 在 他 们 的 分 类 中 , 亚 循环 p SEG 
较 好 的 表现 . 以 下 是 他 们 的 结果 . 

定理 6.1.3 ib p 是 奇 素数 , G 是 亚 循环 p 3E. RJ G 同 构 于 下 面 的 群 


Tr 十 8 十 a" b^ gf - atte", (6.1) 


(ablar™ = 1,0 
RP rs tu 为 非 负 整数 , 且 满 足 r > lucr. 对 于 参数 7,s,t,u 的 不 同 取 值 , 对 应 
的 亚 循环 群 互 不 同 构 . 我们 用 (r, s,t,U)p 来 记 这 个 群 ， 又 , (7, s,t,U)p X9] 8189, Rp 
可 表 成 循环 群 被 循环 群 的 可 裂 扩 张 的 充 要 条 件 为 stu = 0. 

定理 6.1.4 设 G 是 亚 循 环 2 群 . 

若 G 有 一 个 循环 极 大 子 群 , 则 G 是 下 列 群 之 一 . 

二 面体 群 、 半 二 面体 群 、 广 义 四 元 数 群 或 通常 亚 循环 群 (ab | a7 = 1,0? = 
l,a5 = git?" 7*). XP om 23. 

若 G 没有 循环 极 大 子 群 , 则 G 有 两 种 类 型 ， 

I 型 群 QUE zd son: G = (a,b | a? ^" = 1, y? =a qb = alt2"), 
AP r, s, t, 44 是非 负 整数 , HAE r22, u<r. 352 (rns,t,u). 

II Ag ( 例 外 亚 循 环 群 ): G= la,b | T. iini =F) jenem m Qmm 
aè = aq 777) X rs, v, t, t, u 是 非 负 整数 , Er 22, ti <ruxgl, 
i! —sv—tv—0, RÆ t >2r=1 M u=0. WA (r, s, v, t, t ,u)a. 

不 同类 型 的 群 或 者 相同 类 型 但 不 同 参 数 的 群 互 不 同 构 ， 又 I 型 群 可 裂 当 且 仅 
当 stu — 0; II WTR B 3s uu — 0. 

(注意 , 在 本 书 中 对 于 G 有 循环 极 大 子 群 的 情形 , 只 要 G 不 是 极 大 类 的 , 我 们 
也 称 G 为 通常 亚 循环 群 .) 

现在 , 我 们 只 需 决 定 这 样 的 群 G: 它 满足 |8(G')Gs| =p 且 G/9(G")Gs 为 非 亚 
循环 的 内 交换 p 群 . 以 下 按 导 和 群 是 否 循环 分 两 小 节 来 决定 这 样 的 群 的 同 构 分 类 . 由 
于 内 交换 子 群 在 p 群 中 的 重要 地 位 , 我 们 还 将 计算 出 所 决定 的 群 的 内 交换 子 群 的 
最 小 指数 Imin 和 最 大 指数 Imax- 


128: 第 6 章 内 交换 p 群 的 中 心 扩 张 


6.1.1 ” 导 群 循环 的 情形 


当 G' S Cp 时 , G3 < B(G'). RAR p 群 G 满足 9(G') 兰 C 和 G/E(G') S 
M,(n,m,1), 其 中 nm 并 且 当 p=2 时 n>1. 令 


G/9(G') = (a,b,c|a" = —c = 1, [ā,b] = c, [c a] = ,d=1). 
不 妨 设 G = (abc) 满足 [a,b] = c. 因为 G3 < 9(G') = Cp, Wt c X p? 阶 元 并 且 
$(G') = (P). 又 因为 az” e (G^), 故 可 设 az = coup, 类 似 地 , 可 设 


bP” = ca., je,a] = UP, [eb] = c7, 


从 而 得 到 一 个 F, 上 的 2 x 2 ERE w(G) = (wi). 注意 矩阵 w mps owe a,b 
的 选择 而 变化 的 . 我 们 称 w(G) 为 G 的 与 生成 元 a,b ia de, OA 
RE). 以 下 w(G) 总 是 表示 G 的 一 个 特征 矩阵 . 

定理 6.1.5 设 G 是 一 个 有 限 p 群 , G3 € 9(G") S Cp, G/9(G") S Mp(n, m, 1) 
其 中 见 之 mm 并 且 当 p= 二 2 时 n>1. 则 

(1) & m — 1, A] p — 2, [c,b] = c^, G 有 唯一 的 A 极 大 子 群 ; 

(2) 37m > 2, WM Luis —2. | 

证 明 (1) X m — 1. 因为 1= a,b) — Pic 0] $0 c z 1, FEL p 2 H 
c? = [c,b]. 因为 [c ab][c, a] = c?, 所 以 [ca] = c? 或 者 (c; ab] = c?. 不 妨 设 [ca] = c? 
因此 [c, ab] = 1. 注意 到 G 的 极 大 子 群 分 别 为 (a, 9(G)) = (e, a), (b, &(G)) = (c,b,a 2) 
和 (ab, 9 (G)) = (c,ab). 因为 (c,a) € Ai, (c, b, a?) € Ai, (c, ab) 交换 , 所 以 (c,a) 是 
G 的 唯一 的 指数 为 p 的 A 子 群 . 

(2) X m22. 断言 Imn > 1. EB, 设 D 为 G 的 指数 为 p 的 A 子 群 . 易 知 
D' = $(G') 和 d(D/9(G')) = 2. 因为 9(G) < D, 所 以 d(9(G)/9(G")) < 2. 另 一 方 
H, &(G)/9(G") = (a^, b^, c) 的 型 不 变量 为 (pt, p", p), 矛盾 . 因此 Imin > 1. 
为 |Ga| < p, 不 妨 设 [cal = 1 EX [cb] = 1. Æ [c,a] = 1, W (aP, b) 为 指数 为 p? 的 
Ai TE. Æ [c,8] = 1, W (a, b?) 为 指数 为 p? 的 A PE. 综 上 所 述 , Is —2. O 

定理 6.1.6 it G 是 有 限 p 群 , G3 < 9(G") S C, E G/6(G") 兰 My(n, m, 1), 
#F nzm, Lä p=2 t} n> 1. P4 wl(G) = (wj) 是 G 的 特征 矩阵 . 则 

(1) 车 wa = wi2-= 0, 则 G € A3; 

(2) # wz = 0, wi2 £ 0, 则 G € Ani; 

(3) 车 w22 £ 0, w12 = 0, 则 G € Ania. 

证 明 ”为 了 求 Imax, 需要 考察 G 的 所 有 极 大 子 群 , $ N = (b,a?,c) 和 Mi = 
(abt, bP, c). M) N 和 Mi; 是 G 的 所 有 极 大 子 群 , 其 中 0 < i < p 一 1. 由 定理 6.1.5(1) 
可 知 , 当 p>2 时 m>1. 
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(1) 此 时 , [c, a] = [c,b] = 1. 计算 可 得 , M; = (bP,ab*) « (c), N = (b, aP) « (c), 其 
中 (bP abt) € A, H. (ba?) € A1， 由 推论 3.1.5 可 得 , Mi; € A H N € As 因此 
G € A3. 

(2) 此 时 , [c,b] = 1. 由 定理 6.1.5 (1) 可 知 m > 1. VERIS, M; = (c, ab!) * 
(cwizp) 其 中 (c ab!) € A1. 由 推论 3.1.5, Mi € Am. Æ p= 2, N N = (cb, a?) 为 
交换 群 . E p 2, 则 N = (b, aP) » (c) € Ao. 因此 , G € Am41. 

(3) 此 时 , [e,5] #1 E [ea] = 1. 计算 可 得 ; N = (e, b) * (ca-w227), 其 中 (e, b) € 
A. 由 推论 3.1.5, N € An. P p = 2, ll Mo = (c,a,0?) 为 交换 群 且 Mi = 
(c,ab) * (b?) € Am. Æ p> 2, W) Mo = (c,a,bP) = (a,b?) x (c) € A2, H Mi = 
(c, ab!) x (cbiv227) € Am, REP i= 1,2, ,— 1. 因此 , G € An. 口 


(Dy). 则 GSG 当 且 仅 当 存 在 域 Fp LATHE X — ( "o TP | 满足 


T21D” "" £22 


TT n-m 

w11 -y| T11 T12P wii 
— [2M 

1U21 T21 T22 21 


WEBB — Xt w(G) A w(G) 分 别 是 对 应 于 生成 元 a,b 和 a, b 的 特征 矩阵 ,9 是 从 G 
到 G 的 同 构 喘 射 因为 8(G) 和 mG) 在 同 构 下 保持 不 变 , 所 以 有 e(G)? = 9(G) 
和 nn(G)2 3 AmC). 因此 可 设 


a? 一 go prm b? 一 az21P ” 7 pa22 ha, 
其 中 $1 € B(G), 6) E€ B(G) NAm(G), X := | Poo 是 域 Fe 上 的 可 首 
121p T22 
矩阵 , 计算 可 得 
c = [a,b]? = [a?, bf] = [a7 7:2, q*319" "br2] 三 cl (mod &(G^)). 


将 式 子 gus gr 用 8 作用 后 可 得 cllu = grup” ptp”, 因此 


w 
IX [31 = (211, 012p" ™) | z ) ， (6.2) 


2921 
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将 式 子 guns 一 bpp” 用 0 作用 可 得 clXI92ip 一 QZ21P” br22p™ 因此 
|X |w21 = (221; 222) | he (6.3) 
121 
由 等 式 (6.2) 和 (6.3) 可 得 


| si ) = [x|7 | Zi ZI127 ^ | w11 | | (6.4) 
w21 T21 T22 w21 
TEX cU? = [oa] 用 0 作用 可 得 c maap = [Xl aq 52:2]. 将 式 (6.4) 右边 换 位 子 
展开 后 可 得 | 

cul2P 一 [c, ajte, iki 一 gQUi2ziiptw22712p. 
因此 

1012 = (111, 212) | ii | (6.5) 
22 

将 式 子 cun — [ē, b] 用 9 作用 可 得 clXl%227 — [c Xl, a721P™ " paa], 将 式 (6.5) 右边 
换 位 子 展开 可 得 


n——m-1 


ç722P 一 [c, a]|*21?" " [e, p|*22 = c%12z21P 十 22Z227 
因此 
i25 = (z91p" 7", 223) | = ) : (6.6) 
w22 
由 等 式 (6.5) 和 (6.6) 可 得 


GADE e 
22 T21P T22 w22 
反 过 来 , 若 存在 域 F。 ERENER X = | ee, S ) — 
21 22 
和 (6.7) 成 立 , 易 验 证 
0:à anpra, be gp" " p722 
是 从 G 到 G 的 同 构 映 射 . 口 
X p=2, m> 2 Ñ n > 3 时 , 等 式 (6.4) 和 (6.7) 仍然 成 立 . 234 p —2, m— 1 fl 


nz3HB,4eZz(G) 因为 1= [a,b?] = c?[c, b], 所 以 [c b] = c?(Bl wz = 1). 此 
时 令 D = ar22” bero, 计算 可 得 


T^ 


(BP™ 9 = (p2)9 = (g*312" bcrzs)2 = az212"52c2r2a[c, bz2s = a722" p2. 
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因此 等 式 (6.3) 仍然 成 立 . 从 而 等 式 (6.4) 和 (6.7) 也 成 立 . 因而 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.1.8 G de G XR TR 2 E, 35 5€. (G^) = C3 e G/9(G') & Ma(n,m, 1), 
AKpn23. 设 G 和 G 的 特征 矩阵 分 别 为 W(G) = (wij) $e w(G) = (à). M G& G 
当 且 仅 当 存在 域 F。 上 的 可 逆 和 矩阵 X = | A ronem 满足 


Z212” "" $59 


Ui | [ 2u z122^ ™ Wii 
121 T21 T22 21 
112 w12 
E =A. ; 

122 w22 


特别 地 , 3 m= 1 时 w= l. 

E 6.1.9 ik G 是 有 限 p 3E, 满足 P(C) & Cp fe G/9(G') S M,(n, m, 1), 
AXPn2m3jtEXZp-28 n1. 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(A1) (a,b, c | a* — 5? — c* — 1, [a,b] — c, [e, a] — [e b] — c?); 

(A2) (a,b, 6 | a* = bt — 1,c* —4*, [a b] — e, fe, a] — [e, 0] — c?) 

(A3) (a, b, c | a? "died zu, la, b| — c, [c, a] = [c 5| — c?); 

(B1) (a,b,c | a? ^ =b? = 1, = a?" , [a,b] = c, [c,a] = 1, [c, b] = 2), n 2 3; 

BA akela "p =é = 1 la 8| — c, [e, a] = 1, [o5] = 6?) m 2 3; 

(B3) (a, b, c | a? =b m1, c) [= d, a, 0] s c, [6,2] — 1, [e 5| — 67); m 29 3; 

(C1) (a, b, c | a8 -1,c*- at = b*, [a b] — c, e, a] = 1, fe 5| — 1); 

(C2) (a,b, c | aP = 5* — 1,c* — a*. [a, 5] — c, [e, a] = [cb] — 1); 

(C3) (aj, c | aè = 1,c? — a* = b*, [a, U = c, [e a] — 1, [c, b] = c?); 

(C4) {ab e | a9 = 0 m 1,c^ = a“, la, B] e, [e a] 1, [c,d = ey 

(C5) (a, b, c | a5 inl = a“, [a,b] = c, [c, a] = c?, [c, b| — 1); 

(D1) (a,b,c | a?" = bP” = 1,c? = a?" , [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = c'?), n 2 2, 
t€ F;3JERESp—-28n23; 

(D2) (a,b,c| a" — b?" = 1,c? = a?" , [a,b] = c,[c,a] = c?, [c0] = 1), n 2 2 # 
HZ5p-28n23; 

(D3) (a,b,c | a^^ 
H3 p=2 ifn > 3; 

(D4) (a,b,c | a?" =b" =c = 1; [a,6] = c [c a] = P, [cob] 21, n 2 2 并且 当 
p=2 i} n > 3; 

(D5) (a,b,c | a" = b” = c = 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c,d] = 1, n 2 2 并 且 当 
p=2 if n > 3; 


=b" = 1, = a” [a,b] = c, lc,a] = 1, [eb] = 1), n 2 2 # 
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(E1) (a,b,c | ar” = bp”= 1,c = ap [a,b] = c,[c,a] = 1,[c,b] = et?), 
n»maalHte ES 

(E2) (a,b,c | a?" =P” =1, P =a?" , [a,b] —c, [c, a] ^ c?, [c, b] 21), n >m > 2; 

(E3) (a, b, c | ap” =b” =1, P =a, [a, b] =6 [6, à] — 1, [6,0] 1), n 2 m. 2 2; 

(E4) (a,b, c | a?" =P" 1, P =P", [a, b| ^c, [c, a] 2 1, [c, b] 3 cP), n » m 2 2; 

(E5) (a,b,c | a?" = p" = 1,c = bP™ [a,b] = c [ca] = c'^,[c,b] = 1), 
n2»mze24ete F5 

(E6) (a,b, c | aP” =P" =], P =", la, 5| —e, le, n] — 1, [e; b] 1), m. m z 2; 

(E7) (a,b,c | a" = bP” = P =], [2,5] = e, lea] = 1, [60] = e?» nj» m z 2; 

(E8) (a,b,c | a?" = p?" = c = 1, [a,b] = c, [c, a] = c?, [c, b] = 1), "n m 2 2; 

(E9) (a,b, c | aP” = 5?" = c*' = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = 1), n > m 2 2. 

证 明 ”分 四 种 情形 证 明 ， 

情形 1 m=1. 

Xi p 2, Jl] c? = [a,b] = 1, 5j (G^) & C, FA. 因此 p= 2. 由 题 设 , n > 2. 
E n- 2,1! |G| = 25. 检查 25 阶 群 的 群 表 可 得 群 (A1)—(A3). 以 下 我 们 设 n> 3. 
设 G 和 G 是 定理 中 的 两 个 群 . 由 定理 6.1.8 可 知 do; = w =1 且 GsG 当 且 仅 


当 存在 Fo 上 的 可 逆 矩 阵 X = | P... 满足 
1912" 1 


(2)-G 03) 
IG TAI 


HK ziz = w2, 可 使 Di = 0. Xi uii = 0, M u = 0 E 921 = wa. E wu =1, Kt 
221 = w21, 可 使 431 = 0. 综 上 所 述 , 不 同 构 的 群 对 应 的 特征 矩阵 可 以 简化 为 
L U 0 0 0 0 
w(i) (22) om (oo) 

因此 得 到 了 群 (B1) 一 (B3). 

情形 2 p=n=m=2. 

此 时 , |G| = 29. 检查 29 阶 群 的 群 表 , 可 得 群 (C1) 一 (C5). 

情形 3 n=m>2 且 当 p=2 时 n>3. 

设 G 和 G 是 定理 中 的 两 个 群 . 由 定理 6.1.7 和 定理 6.1.8 T4, GG 当 且 仅 
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121 T22 


当 存 在 F, 上 的 可 逆 矩 阵 x = | M a | 满足 


即 
t- a ad e = 1! (6.8) 
W21 22 191 W22 0 1 i 
当 w(G) 可 道 时 , W X = diag(1, |w(G)|)(w(G))-!, RE w(G) = diag(1, |w(G)]|). 
因此 可 得 群 (D1), 其 中 t = |w(G)|. 由 等 式 (6.8) 可 得 jw(G)| = |w(G)|、 因 此 不 同 
的 t 对 应 的 群 互 不 同 构 . 


= w(G) =0 时 G 是 群 (D5). U FE w(G) 的 秩 为 1. 
选择 适当 的 行列 式 为 1 的 矩阵 X( 即 用 一 些 初等 行 变换 ), 可 把 w(G) 简化 为 


Us ou Wia | ,其 中 (uni, unz) x (0,0). 4 wG) 和 w(G) 是 这 样 的 矩阵 ， 由 等 
式 (6 


(6.8) n e G S G 当 且 仪 当 存 在 Fp EWEA X = diag(zii222) 使 得 
ue = Xw(G)diag(|X| !,1). X 6.1 列 出 了 接 下 来 的 简化 过 程 ， 最 后 可 得 到 群 
一 (D4). 容易 验证 它们 互 不 同 构 . 


表 6.1 情形 3 中 对 秩 为 1 的 w(G) 的 化 简 


子 情形 X 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 

- Ae 

w11 天 0 H w2 #0 diag(w1o ,W11) 0 0 (D2) 
1 0 

w11 X0 H wiz = 0 diag(1, w11) | | (D3) 
0 0 
i —1 Ü 1 

wii —0 H wiz #0 diag(w5 , wi2) Sd (D4) 


情形 4 n>m22. 
设 G 和 G 是 定理 中 的 两 个 群 。 由 定理 6.1.7 和 定理 6.1.8, Ge G 当 且 仅 当 存 
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dr, Efe x = ( jii ML 
I2 


1p^- m 


wn | xj! tı 0 wii (6.9) 
1U91 T21 T22 w21 
ji = Til T12 w12 (6.10) 
W22 0 z2 122 


选择 适当 的 ca (即使 用 初等 行 变换 ), 可 将 | lies ) iadi 
w21 


ei C3 vá 其 中 ws £0, ol ， 9 Jet wn #0 a(s) 
21 


以 下 设 和 "s 和 均 为 以 上 三 种 类 型 之 一 . 由 等 式 (6.9) 和 (6.10) 可 知 : 
(i) 这 三 种 类 型 的 算 阵 对 应 的 群 互 不 同 构 ， 
(ii) G S G 当 且 仅 当 存在 F 上 的 可 逆 和 矩阵 x = ps bn 满足 


T22 


D 0 
w11 u xj- Tii w11 (6.11) 
1021 0 — r22 WU» 
in ,] "a Zi w12 (6.12) 
W22 0 T22 22 


选择 适当 的 ziz( 即 使 用 一 个 初等 行 变换 )， 我 们 可 将 ( 简化 为 以 下 三 种 
W22 


(a2) ( ) 其 中 , w 40, (b2) (^ Bun ) 其 中 w #0, (c2) a ) 
1022 


以 下 可 设 | ) 和 | ) 均 为 以 上 三 种 类 型 之 一 . 由 等 式 (6.11) 和 (6.12) 


w22 w22 


(1) 这 三 种 类 型 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 
(i) G S G 当 且 仅 当 存在 F 上 的 可 逆 和 矩阵 X = diag(z11, £22) 满足 


xem) (enm) en 
1031 W21 W292 w22 


6.1 p 阶 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 . 135 . 


由 等 式 (6.13) 可 知 , G S G 当 且 仅 当 存在 Fp 上 的 可 道 和 矩阵 X = diag(zi1, 222) 
满足 w(G) = Xw(G)diag(X|-,1). X 6.2 列 出 了 化 简 过 程 . 最 后 可 得 群 (E1)— 
(E9). [] 


X 6.2 ”情形 4 中 对 w(G) 的 化 简 


wi w12 " 
| ] | 特征 和 矩阵 w(G) X 特征 矩阵 w(G) ”对 应 的 群 注 


u11 0 0 
(al) (a2) diag(1, w11) (El) t= wiiw22 
0 122 111/22 


wii 12 L d 
(a1) (b2) | ] “ei | | (E2) 
0 0 0 0 


0 
wj; 0 1 O0 
(al) (c2) diag(1, w11) (E3) 
| 0 0 | | 0 0 | 
0 


w21 122 


0 0 0 0 
(b1) (a2) | ] “ee | (E4) 
1 2 


10121021 
(E5) t= w12u21 
0 


0 0 
(E6) 
1 j| 


(b1) (b2) 


= a ^ 
$ o 
o È 
N 
S 


diag(twa1, 1) | 


0 0 
(b1) (c2) | | diag(w21, 1) 
0 


—Á Qi T nA nn 
e e 
— © 
s NR 


0 0 

(c1) f2) diag(1, wz) (E7) 
0 w2 
0  u12 0 1 

(c1) (b2) | | diag(wi2 , 1) | (E8) 
0 0 0 0 


0 0 0 0 
(c1) (c2) | | | | (E9) 
0 0 0 0 


最 后 可 以 利用 定理 6.1.6 给 出 所 决定 的 群 的 内 交换 子 群 的 最 大 指数 . 

定理 6.1.10 设 G 是 定理 6.1.9 中 的 一 个 群 . 

(1) Imax = 2 的 群 有 : (A1) 一 (A3), (C1) 一 (C5), (D3), (D5), (E3), (E6), (E9); 
(2) Imax =n 的 群 有 : (B1)—(B3), (D1), (D2), (D4), (E1), (E4), (E7); 

(3) Imax = m 的 群 有 : (E2), (E5), (E8). 
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6.1.2 ” 导 群 非 循环 的 情形 

当 导 群 非 循环 时 , G' & C, x Cp. 此 时 (G') = 1 B(G')G3 = Gs. 设 有 限 p 群 
G 满足 Gs S Cp, P(C’) = 1 和 G/Gs S M,(n,m,1), 其 中 n>m 且 当 p=2 时 
n»1. 


m 


G/G; = (a,b,c|a? =b" = æ = 1, [a,b] = c, [c 


A, 
ll 
e 
OU 
Il 
ER 
st 


不 妨 设 G = (a,b,c) 满足 [a,b] = c. 因为 9(G') = 1, 所 以 c? 2 1. $ Gs — (2). 
为 a" € Gs, 可 设 a?" = zu, 类 似 地 , 可 设 


p — 2", [lea]-z"9, [eb] = z'". | 


从 而 得 到 了 一 个 Fp 上 的 2 x2 ERE wG) = (wiz) 注意 矩阵 w(G) EWER a,b 
的 选择 而 变化 的 . 称 w(G) 为 与 生成 元 a, b 对 应 的 特征 和 矩阵 (简称 特征 矩阵 )， 

定理 6.1.11 设 G 是 有 限 p 群 , G3 = Cp, 6(G') = 1 E G/Gs & Mp(n, m, 1), 
其 中 nn 之 Tr 且 当 p=2 时 n>1. 则 当 m=1 hf, Imin = 1; $ m 22 时 , Imin = 2: 

WEBB ”因为 Gs = ([c, ab], [c, a]) && Op, 所 以 [c,a] 关 1 或 者 [c,ab| 关 1. 着 m=1， 
JU (a, c) 或 者 (abc) 为 指数 为 p 的 Ai 子 群 . 因而 Imin = 1. 

当 m > 2 时 , 首先 断言 Imn > 1. EB, 设 D 是 G 的 指数 为 bp 的 A TE. 易 知 

= Gs H. d(D/Gs) = 2. 从 而 dB(G)/G3) < 2. 另 一 方面 , 8(G)/Gs = (aP?,bP, c) 

的 型 不 变量 为 (p"-1,pm-!1,p), FE. 

因为 Gs = ([e a], [c,b]) 兰 C 所 以 [e a] # 1 RË [cb] Z 1. # [cea] z 1, BU 
(cb? a) 为 G 的 指数 为 p? 的 A FEF. 车 [eL 6] #1, 则 (b, ca?) 为 G 的 指数 为 p? 的 
Ai TEF. 因此 Imin = 2. 口 

定理 6.1.12. it G AUR TR. p 3f, G3 S Cp, @(G') = 1. E G/G3 S Mp(n, m, 1), 
AKüPn2m-H:3p-28m»l,w(G)-—(w;)X€ G 的 一 个 特征 和 矩阵， 则 

(1) 228 p—52 E m= 1, RJ G € As; 

(2) # p»2 34 m » 1, E uoa — 0, w12 #0, M) G € Am4; 

(3) € p»2 X m » 1, E wg; Z 0, ui2 — 0, N] G € As. 

证 明 ”为 了 求 出 Ima, 需要 研究 G 的 所 有 极 大 子 群 . 令 


Gs = (z), N-(baP?,c,z) Mi= (ab, bP, c, z). 


则 G 的 所 有 极 大 子 群 为 N 和 M 其 中 0<igp-1. 

0) #p=2 Hm — 1, W [cb] = [a,b] = 1， 因 此 [oa] z 1. 此 时 M; = 
(c,ab*) € Ai. 因为 (a?,b) € JA, 由 推论 3.1.5 可 知 N = (a?,b) x (c) € Az 因此 
G € As. 
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(2) 此 时 , (cab) € Ai. Æ m = 1, JJ M; = (cab) € Am. 3E m > 1, W 
M; = (c, ab^) x (b?) 或 (c, ab*) * (bP)， 由 推论 3.1.5 HT AH M; € Am. E p = 2, 则 
m > 1. IERT N = (a?,b) x (c) € Az. 因此 G € Aqua. X p» 2, Jl] N = (aP,b,c, z) 
为 交换 群 . 综 上 所 述 , G € Aga 

(3) IERT, N = (c, b) x (ca-w227) 或 (c, b) * (ca "2??), 其 中 (c,b) e AL. 由 推论 
3.1.5 PJA N € An. Æ p — 2, lll Mo = (a, b?) x (c) € Ao H. Mi = (c, ab) (cb?) € Am. 
因此 G € Anyi. Æ p> 2, W Mo = (c,a, bP”, 2) JAJAETREEH. Mi = (c, ab!) (cb'"2») c 
Am; EP i= 1,2, p L 因此 Ge Any. 

定理 6.1.13 — ik G fe G AAIR p $E, G3 S Cp, E(G') = 1 E G/G3 
Mp(n,m,1), K'P n 2 m 2 2. G 4e G 的 特征 矩阵 分 别 为 w(G) = (wij) 和 w(G) 


(Tij). 则 G SG 当 且 仅 当 存在 域 Fp LOTRE X = | vu v 


O 


Ii 


X 


X21p" "' T22 
"wy n —Th 位 
kien ma (e )-(m Ti2p (a) (3) - 
121 T21 T22 w21 1022 
x-cuxpx[ “到 


证 了 明 — XX w(G) 和 wG) 对 应 的 生成 元 分 别 为 a,b f a,b, 0 XAA G SJ G 的 
同 构 映射 . 不 妨 设 


a’ 三 azllbzl2czls (mod G4), bz a*2P br2c72 (mod G3). 


X- | i se ) 计算 可 得 


T21D ^^ 22 
c L [a Bj? = [a?, i9] = far be, qom 7" p222] = clX| (mod G3). 
4 z295—2^^.4'BAZO. 因为 
zn — gr^, (gt) = (gnupeiagna p" — qur" prap” grap”, 


所 以 


w 
Mig = cumap ( iii ) (6.14) 
121 


因为 292: — pr” 和 (bP™ 9 - (az21P 7 p222 q23)P = q21P" pr22p" cr23p™ 所 以 


w21 


A91 = (221, 222) | n " (6.15) 
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由 等 式 (6.14) 和 (6.15) 可 得 
( 11 MD | zii yp T | | Ww11 ) (6.16) 
121 £21 T22 wn J 
因为 z? = [c, a] 和 [c a]? = [e!¥l, aib] = [e a] X11 fe, p] X I2, 所 以 
AU12 = |X |(z11, x12) | iios (6.17) 
122 


因为 z*: = [b A [e, b]? — [e1, ao" gea] = [e a] iX Temp" " e, b, 所 以 


w 
和 At522 = |X |(z21p" ™, £22) | E | (6.18) 
22 


由 等 式 (6.17) 和 (6.18) 可 得 


Ms = AHI T11 T12 w12 (6.19) 
W22 Z21D” ™ $29 22 


另 一 方面 , 车 存在 域 F, ETNE X 三 | MER, ) 满足 等 式 


I21p" ™ T22 

(6.16) 和 (6.19), 易 验 证 满足 a? = arnb 和 D? = arap "pr 的 映射 0 为 从 
G 到 G 的 同 构 映 射 . 口 

当 p>3 或 p=3 且 n> 1 时, Æ (6.16) 和 (6.19) 仍然 成 立 . 因此 有 下 面 的 
定理 . | 
定理 6.1.14 jk G de G 是 有 限 p f, G3 S Cp, E(G) = 1 E G/Gs S 
M,(nl,1) 其 中 p>2 且 当 p=3 时 n>1，G fe G 的 特征 矩阵 分 别 为 
w(G) = (wij) fe w(G) = (Ñ). M GSG 当 且 仅 当 存在 域 F, 上 的 可 逆 和 矩阵 X — 


T11 T12 以 及 和 EF*, 满足 =n = 7m Figp E WI11 
I21p" ™ 422 1W21 221 122 w21 
和 -ACux|x w12 . 

W22 122 

31p—-2Hm-1B.,1-[a,P] = [c,b] 因为 Gs z 1, 所 以 [c,a] £1. W 


(w12,123) = (1,0). Æ n = 2, W) (52)? = (a*2125c723)? = az212 p? c. a= HSEX 
(6.15) 变 为 


191 = (221,1) | ii | Z1. (6.15/) 
w21 
若 n 23, 则 等 式 (6.16) 和 (6.19) 仍然 成 立 . 因此 有 下 面 的 定理 . 
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定理 6.1.15 — ik G f G AAIR 2 #, G4 € C, #(G') = 1 E G/G; S 
则 GSG 当 且 仅 当 存在 域 Fz 上 的 可 逆 和 矩阵 X = | l l ) 满足 


T21 


E 
w21 w21 

定理 6.1.16 — ik G ATR p 3E, G3 = Cp, 9(G") = 1 和 G/G3 2 M,(n, m, 1), 
Ar nzm A4 p=2 时 中 >1. 则 G@ 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(F) 3* 阶 的 极 大 类 3 群 ; 

(G1) (a,b,c | a?" =b" = c? = 1, [a,b] = c,[c,a] = 1, [c,b] = a"), 4 p «3 
M m»lv—lsAE—4^ B XE p 的 平方 非 剩余 ; 

(G2) (a,b, c,d | a" = P” = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c a] = d, [c,b] = 1, [d,a] = 
[d b] = 1), 8 p« 3 Hm» 1; 

(G3) (a,b,c | a?" = bP™ = cp = 1, [a,b] = c [ca] = aP” , [cb] = 1), # p <3 
时 m>1: 

(H1) (a,0,5, d | a* — EI? — c* — d* — 1, [nb] — 6, [é;a] — d, [6,5] = [d, b] — 
1); 

(H2) (m, be | a? — b^ ze? = L, fa, b| = e, fea] = at, [e, b] = 1); 

(H3) (abc | a9 — c? = 1,5* = a*, [a,b] — 6, [6,6] = 5^, |e; b] = 1y; 

(I1) (a,b,c,d | a?" =b = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c,b] = [d,a] = [d, 6] = 
D, & T n2gm 

(I2) (a,b]c | a^ =b? 2 c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = a?" ,[c,b] = 1), 其 中 n> 3; 

(13) (a,b, c| a =b = 2 = 1,[a, 0| = c, [c, a] = [cb] 2 1), K^ Fn23; 

(J1) (a,b,c | aP"? = = c = 1,[a,b] = c,[c, a] = 1,[c,b] = a"), 其 中 
n>m 且 当 p==2 时 m>1,v=1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(J2) (a, b, c | a" ug ug 1, [a, b] = c, [c, a] = a? ,|c,b] 2 1), 其 中 n>m 
H35p—-2HW8mms»1l 

(J3) (a,b,c | az = bP 
RE% p=2 if m> 1; 

(J4) (a,b,c | a^ = "^ = c? = 1, [a,b] = c,[c,a] = b"?",[e,b] = 1), 其 中 
n>m .HEdZp-28m»l,v-lzAmX—^AB EI p 的 平方 非 剩 余 ; 

(J5) (a,b,c,d | aP" = 0" — c? — d? [= lat — c, [c, a] [= 1, feb] = d, fda] — 
[d,b]] 21), &'F- n>m Až p=2 tht m» 1; 


m-4r1 


= c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = b^), 其 中 n>m 
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(J6) (a,b, c, d | a" = bP” = c? = d? = 1, [a,b] = & lal = d,le;5| = 1,[d, à] = 
[d,b]] = 1), F n>m H3 p—2 Bt m » 1. 

证 明 以 下 分 三 种 情形 讨论 . 

情形 1 n=m. 

E n-mc-l,Wljlp»2.?4p—3 时, |G| =34. 因此 G 为 (F) 型 群 . 当 m>1 
或 p» 3 时 , 由 定理 6.1.13 和 定理 6.1.14 可 得 , G & G 当 且 仅 当 存在 一 个 域 F， 
上 的 可 逆 矩 阵 X = | LE AEF nef g ) = x ( Mia jn 


191 T22 1U21 121 
ie nmi E) | 
1022 122 
t je (m "J 0 ) | (6.20) 
iji Üz 2j W22 0 |X| 

子 情形 1.1 w(G) 为 可 逆 和 矩阵 ， 

设 |w(G)| = vd?, RP v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . WX = 
diag(1,vd)(w(G))-! 以 及 入 =1, 可 得 w(G) = diag(1,v). 因此 可 得 (G1) 型 群 . 由 
等 式 (6.20) 可 知 , |w(G)| = |jw(G)|AÀ-?|X 2. 因此 不 同 的 > 给 出 的 群 互 不 同 构 . 

子 情形 1.2 w(G) 不 可 道 . 

因为 Gs #1, 所 以 [col #1 RË [cb] 1. 不 妨 设 [a] #1. 进一步 地 , 可 设 
(w12, w22) = (1,0). 因为 w(G) 不 可 道 , 故 wa = 0. 当 wi; = 0 时 , 得 到 (G2) 型 群 . 
当 wii Z0 Ff, RC X = diag(wi',w2,) 以 及 入 =1 可 得 ml=1. 得 到 (G3) 型 群 

情形 2 n»m-1Hp-2. 


因为 m = 1, 所 以 (wiz, w22) = (1,0). 34 n = 2 时 , |G| = 25. 检查 25 阶 群 
的 群 表 , 我 们 可 得 群 (H1)—(H3). 24 n 2 3, 由 定理 6.1.15, G & G 当 且 仅 当 存在 


域 F， 上 的 可 逆 矩 阵 x = | | 满足 | "iu -x( un E 
191 1 1021 w21 
(I1)—(13). 
情形 3 n>m HH34p—2H[m»1. 
设 G 和 G 是 定理 中 的 两 个 群 ， 由 定理 6.1.13 和 定理 6.1.14, Ge G C4 BU 


存在 域 Fp 上 的 可 逆 矩 阵 x = | pM ) UK Ac FY, 满足 
T2 


prt T22 


I 0 
"u 2j T11 w11 (6.21) 
21 T21 T22 w21 


6.1 p 阶 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 ,1 


"> jary a a y e (6.22) 
W22 0 T2 W22 


选择 适当 的 zi( 即 使 用 一 个 初等 行 变换 )， | ) 可 以 简化 为 以 下 三 种 类 型 . 
W21 , 
11 0 0 
(al) ( 外 其 wii #0, (bl) | ) se w21 X 0, (cl) | ) 
0 w21 0 
容易 看 出 , 以 上 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 . 同 理 | ) 可 被 简化 为 以 
22 
下 两 种 类 型 (注意 由 Ga z 1 可 得 (wiz, w22) 去 (0,0)) 


(a2) » , 其 中 wzz £0, (b2) T. ， 其 中 wa #0, 

且 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 . 因此 w(G) 能 够 被 简化 为 表 6.3 中 列 出 的 六 
种 类 型 . (不 同 的 类 型 给 出 的 群 互 不 同 构 .) 口 
表 6.3 ”情形 3 中 对 w(G) 的 化 简 

| s ) ( x ) 特征 矩阵 w(G) A (X 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 
a oa [TL] E C) 
(a1) (b2) | a - ) 1 diag(w;;, ww) : : (J2) 
(b1) r | ) 1 dig(uhug,wa) (|, (33) 
wo bo (LTumm. (i) o- 
(c1) (a2) ( B 1 diag(wa2 , 1) ( ) (J5) 
(c1) (b2) ( : = ) 1 diag(1,wjj) | | i ) (J6) 

由 定理 6.1.12 可 得 下 面 的 定理 . 


定理 6.1.17 G 为 定理 6.1.16 中 的 有 限 p 群 . 则 
(1) Imax = 1 的 群 为 : (F); 

(2) Imax = 2 的 群 为 : (H1)—(H3), (I1)—(13); 

(3) Imax = m 的 群 为 : (G1)—(G3), (J2), (J4), (J6); 
(4) Imax = n 的 群 为 : (J1), (J3), (J5). 
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6.2 循环 p 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 


本 节 的 目标 是 分 类 满足 下 列 条 件 的 有 限 p 群 G: N«xZ(G)nG BEN MR, 
G/N 为 内 交换 p 群 . 因为 6.1 节 已 经 分 类 了 N 为 p 阶 循环 群 的 情形 , 所 以 还 可 设 
IN| > p’. 

定理 6.2.1 #G AAR pæ, N < Z(G)nG' EN 为 阶 大 于 pp 的 循环 群 ， 
G/N 为 内 交换 p E, 则 |Gs| < p, G' MRE N = O4(G?). 

证 明 ”首先 可 证 |Gs| < p. 事实 上 , 设 G = (a,b). $ [a,b] = c, 由 命题 1.1.5 可 
知 Í 

G' = ([a,b], Gs), G3 = (lc,al, [c, 5]). 


因为 I(G/N)'| = p, 所 以 c? € N < Z(G). 从 而 
lzej[abe[fes!, 1z [6.5] [o 5[". 


又 G' 为 交换 群 , 故 exp(G3) < p. 又 由 G3< N 知 Gs 为 循环 群 , 由 此 得 |Gs| < p. 

4 H = (Gs, c"), W H < N. 从 而 五 为 循环 群 . 当 cz = 1 时 , 因为 |Gs| € p, 
G' = (e, G3), 于 是 |G'| < p. IER, N| = p, 与 题 设 矛盾 .从 而 e zl BD 
exp(G3) < p, 所 以 五 = (P), 从 而 G' = (c). 此 时 , N = O1(G^). " 

由 定理 2.53 可 知 , 者 G/O31(G") 为 亚 循环 群 , 则 G 也 是 亚 循环 群 , 由 于 亚 循环 
p 群 已 经 有 同 构 分 类 , 我 们 仅 列 出 以 下 结果 . 

定理 6.2.2 G 为 有 限 p 群 ,G' S Cpr, $P k 22, G1(G') < Z(G). € 
G/O4(G') 为 亚 循环 的 内 交换 群 , 则 G 为 下 列 互 不 同 构 群 之 一 . 

D).a(G) 22. 

(1) (a, b | af = 1, b?" — 1, la, b] = aP" y, nzk-c-2,mzk-4l 

(2) (a, b | ai T" ue 1, br” = aP™™, [a,b] = aP” >y, n > k+2,m>n+s B 
O0<s<k-l. 

2) c(G) — 3. | 

(3) (a, b | a^ = 1, b?" — 1, [a,b] = a), m > k+ 1; 

(4) (a, b | aP ^" 2], pp" =a t, [a, b] = aP”), m>k+s8s+1,0<s<k-l1. 

由 定理 6.2.1 和 定理 6.2.2, 我 们 只 需 分 类 满足 下 列 条 件 的 有 限 p 群 G 

G' R, O1(G") < Z(G), G/O1(G") 为 非 亚 循环 的 内 交换 p 群 . 

定理 6.2.3 G 为 有 限 p #, G! S Cpr, #F k 2 2, G1(G') < Z(G). € 
G/04(G') € M,(n,m,1), # F n2 m, E353 p=2 H, n+m 23, 则 G@ 为 下 列 互 不 
同 构 群 之 一 . 


2k4-1 


6.2 循环 p 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 143. 


1) e(G) «2. 

(1) (a,b | a" = c», pr" = le —1, [6,5] — & le, a] — [e, b] — 1), 0. € s « K, 
n2z2mzk-1.?X4p-2Hm-m-k-l1Bf,0Ooszss&k-1 

(2) (a,b | a? ^ = c", g^ = e”, 7 — 1, [a,b] = c, [c a] = [e b] = 1); 

(3) (a,b | a" = 1,59" = c^" = 1, [ab] = c, [a] = [ob] = 1), 0 «t <S 
k—-1,n»mz2k-41; \ 

(4) (a,b | a?" =c ,bp™ = ew ,ep [ab = e[ca] = [cb] = 1), 
k—-l1zs25t20,kc4-l1£mc«n-cti-—s. 

2) dG) —3. 

(5) (a,b | aP" = cir" ,bp = lc = 1,[a,b] = c [ca] = 1,[e b] = c^), 
O0«sknemsrek-cllixixtzp-l Ss-kh,i-li1 34p-23H 
n-mc-k-1Hf, de k—1; 

(6) (a,b | a?" = 2^, b" = e? ,0 = 1, [a,b] = e, [e a] = 1, [eb] = c?^); 

(7) (a,b | ar = Lp" = QV Lab = c [ca] = Ll, [cb] = c"), 
O0O<S<t<sk-l,n>mÈè>k+l; 

(8) (a,b | aP” = cir pp" =e e" — 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, fe, b] = c^), 
k-l1ž2s>t2>20,n2m+5—-t>k+1,1<i<p-l; 

(9) (a,b | a?" = cp ,br™ = 1," = 1,[a,b] = c [eb] = 1,[c,a] = c^), 
Ogs<kn>m> kil; 

(10) (a, b |a" = 1,br = GP qp = 1,|ad = cle b] = 1, fea] = cr”), 
Qtek, n»mzzk--llsjsp-l 

(11) R b | aP” = cp ,pp" — cir ^^ e — 1, a,b] = c, [c,b] = 1, [e, a] = er ), 
k—12s 20,n»m-rs-i»k-c-llsjs€p-l. 

EN 妨 设 


G/U1(G') = (a,b | a" =P” —c — 1, [a,b] — c). 


Nj G = (a,b). & [a,b] ^ c. M G' = (c). 于 是 1(G') = (P) H ole) = p. Æ 
Gs #1, W Ga — (c^). HF a", 0" € Ui(G'), 可 设 


+1 


aP =i, DP” = P 其 中 0 st<k, (ip)=1, (j, p) = L1. 


根据 定理 6.2.1 可 知 |Gs| < p. 2$ [c,b] = 1 RË p > 2, H 1 = [a 0?" ] = e?" 可 
Al m2 k+l. X [cb] Z 1. B. p — 2, WYE [cb] =". 由 命题 1.1.9 计算 可 知 


1 - la, p" - DU mum 


BÀ kzz2, 所 以 仍然 有 m 2 ko 1. 
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下 面 分 c(G) = 2 和 (G) = 3 两 种 情况 讨论 . 
情形 1 c(G) = 2. 
此 时 [cal = [c, b] = 1. 分 别 用 ai, 05, c? 去 替换 a,b, c 可 得 


k4- 


= l, pP" Ta la, b] = c, [c a] = [c, b] = 1). 


下 面 再 分 s 和 上 和 s >t 两 种 情况 讨论 . 

(a) s <t. 

下 面 再 分 0< s<t=k 和 0<s<t<k 一 1 两 种 情况 来 讨论 . 
(ia) 当 0<s<t=k 时 , 


G = (a,b | a" 一 cp V gp 


G = (a,b | a" =c cp —1, b?" = 1, [a,b] = c, [c, a] = [e, b] = 1). 


此 为 群 (1) %4 p=2,n=m=k+1,s= k Bf, 用 ba 替换 a 后 可 转化 为 s=k 一 1 
时 的 群 . 因此 在 群 (1) 中 当 p=2 且 n=m=k 十 1 时 ,0 < sk 一 1. 在 群 (1) 中 
exp(G) = p"t*-s, 故 不 同 的 s 对 应 的 群 不 同 构 . 

Gia) 当 0< sg<tg<k-1 时 , T p=2,n=m=k+1,s 二 t 外 , 由 命题 1.1.10 
计算 得 (ba-?”” "y" —1. 用 ba-?””““ 去 替换 b 后 可 转化 为 群 (1). 

4 p=2n=m=k+1,s=t<k-2 t, 由 命题 1.1.10 计算 得 


(ba— 0+2" )2 


分 别 用 


k 一 8 一 1Y 一 1 z k—s—14—1 k 一 5 一 1\ 一 1 
aV? ) , ba (14-2 ) 和 cU? ) 


去 替换 a,b 和 c 后 , 同样 可 转化 为 群 (1). 

4 p=2n=m=k+1,s=t=k-1 时 , G 为 定理 中 的 群 (2). 

(b) s » t. 

下 面 再 分 0<t<s=k 和 0<gt<s<k 一 1 两 种 情况 来 讨论 . 

(ib) Ox Tam K. 

此 时 , G = (a,b | az ”= 1 如; = c. la, b] = c, cU = 1, [c, a] = [c, b] = 1). 此 
AE (3). 34 n — m 时 , 分 别 用 b,a7* 去 替换 a,b 可 转化 为 群 (1). 因此 在 群 (3) 中 
X n»m. 

TERE (3) 中 , Um(G) = (aP" , b?" ) = (aP" , c^). HARI IO, (G)| = portr, 
故 不 同 的 上 对 应 的 群 不 同 构 . 

(ib) 0<t<s<k-l1. 

X n < m 十 s 一 t 时 , 由 命题 1.1.10 HA (abri —1. fab? ^ ^ 
去 替换 a 后 可 转化 为 群 (3). 
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X n>m+s-t hi, G AR (4). 
在 群 (4) 中 , exp(G) = p^**-*. 故 不 同 的 s 对 应 的 群 不 同 构 . 又 


Us (G) = {ar P") = (a, &^ ), [Os (G)| = p^ **-*, 

故 不 同 的 t 对 应 的 群 不 同 构 . 

由 下 面 观察 到 的 事实 可 证 群 (1) 一 (4) 互 不 同 构 . 

在 群 (1) F, exp(G) = p"**-*, Um(G) = (ap ,而 当 p=2,m=k 十 1s = k 
时 , Um(G) = a?” , c"); GV (G) 有 2** 阶 元 . 

在 群 (2) rh, exp(G) = 2k+2 Gm,(G) = (a2”), G\ B(G) 中 无 2*9 阶 元 . 

在 群 (3) H, Um(G) = (aP", P"); H n < m+k—t 时 , exp(G) = p**-*; 24 
n >m+k-t Hf, exp(G) = p^; 34p—2,m-—k-Lt—-k-—1BhGWVe(G)rBx 
2 大 十 1 阶 元 . 

在 群 (4) 中 , exp(G) = p"^*-*, Gm(G) = (az cp” ). 

情形 2 c(G) = 3. 

因为 Gs = (cz ), 所 以 知 经 适当 的 生成 元 替换 , 不 妨 设 [ea] = 1, [eb] = c^" 或 
[c,b] = 1,[e, a] = c .此 时 仍然 可 设 ar” = cip, pp" — go. 下 面 分 两 种 情形 来 
确定 满足 条 件 的 群 . 

子 情形 2.1 [ca] — 1, [ob] = e". 

分 别 用 a? 和 c) 去 替换 a 和 cc 后 可 得 


大 十 


G = (a,b | a” = cip” ap" Lp la, D] — 6, e" E [c, a] = 1, [c, b] = c?) 


# i =i (mod p), 用 v7 替换 5 后 可 将 上 述 定义 关系 中 的 ; 替换 为 ?因此 可 设 
l<s<p—1. 

下 面 分 s <t 和 s >t 两 种 情况 讨论 . 

(a) s « t. 

这 种 情况 下 , 再 分 0< s<t=k 和 0<s<t<gk 一 1 两 种 情况 来 讨论 . 

(ia) 当 0<s<t=k Hf, 


G = (a,b | a" = cip a^ Lg aj, la, b| zc, [e,a] zm L, [e 5] S c? ^). 


此 时 G 为 群 (5). 当 p=2,n= m= 上 十 1,s = k Bf, H ba 替换 b 后 可 转化 为 群 (7). 
因此 在 群 (5) P, 4 p=2 且 n=m=k++1 时 ,0<s<k—1. 

(ia) 40 <s <t<k-1 H, T p=2,n=m=k+1,s=tġh, 由 命题 1.1.10 
计算 得 (ba-* PTE" =1 用 ba 7?” ” “去 替换 b 后 可 转化 为 群 (5). 
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3 p=2,n=m= k+1,s =t Hf, G = (a,b | a2" 41 QQ'U yr = c? [a,b] i 
cc" = 1, [ca] = 1, [c,b] = 0) 4 s <k- 2 时 , 类似 于 c(G) =2 E s <t 的 论 
证 过 程 可 得 


9k gk-1 


G = (a,b | 02 2gQU M", la B] ase, le, a] e T, fe, B] moe" 6 — mI. 


此 时 , G 为 群 (5). 4 s— k —1 Rf, G 为 群 (6). 

(b) s » t. 

下 面 分 0 和 t+t<s= 大 和 0< 和 <s 和 有 -1 两 种 情况 来 讨论 . 

(ib) 0€ t «€ s — k. 

此 时 , G = (a,b |a" = 1,0" = o 
为 群 (7). 

(ib) 0O<t<s<k—1. 

当 n < m+s 一 t 时 , 由 命题 1.1.10 计算 得 (ab^ "y? —1. FHab" 7 
去 替换 a 后 可 转化 为 群 (7). 

“4 n>m+s-—t Hf G= (a,b | a?“ = cip pp" zx g 
1, [c, a] = 1, [c, b] = cr ) 为 群 (8). 

子 情 形 2.2 [cb = 1, [c, a] = c". 

分 别 用 让 和 去 替换 上 和 后 可 得 G= (a,b | aP” = c? ,bp™ = e» [a b] — 
ccp =1lleol=lle 引 = ce). 与 子 情形 2.1 类 似 , 可 设 1<ig&p-1. 当 m=m 
时 , 分 别 用 671, a 去 替换 a,b 后 可 转化 为 子 情形 2.1. 因此 下 面 可 设 n> m. 

下 面 分 s <t 和 std. 

(a) s<t. | 

M t= k H, G = (ab | a” = c," —1/[ab = cec" = Lob] = 
1, [e, a] = cp ) 为 群 (9). 

当 t<k 一 1 时 , 由 命题 1.1.10 计算 得 (ba-9»" "" "y" — 1. fl bac "^ * 
去 替换 后 仍然 得 到 群 (9). 

(b) s » t. 

当 s = 时 ， 


abl=60 =1,l,a]= d [c, b] = c?") 


" ed] — es^ - 


+1 


G = (a,b | a?” =1,0P™ =cp [a b] cc" = 1, [eb] = 1, [ca] = c? ). 


此 为 群 (10). 以 下 设 0<t<s<k-1. 
当 n <s<m+s-—t 时 ， 由 命题 1.1.10 计算 得 (ab? 9» "y = 
ab-i »P"'* "去 替换 a 后 可 得 群 (10). 当 n>m +s 一 t 时 , G 为 群 (11). 
下 面 证 明 群 (5) 一 (11) 互 不 同 构 . 分 p» 2 和 p= 2 两 种 情况 来 证 明 ， 


1. 用 
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(I) p >32. 

首先 证 明 群 (5) 一 (11) 中 不 同 的 参数 对 应 的 群 不 同 构 . 

下 面 证 明 当 0 入 s 乏 有 一 1 时 ,和 群 (5) 中 不 同 的 i 对 应 的 群 不 同 构 . 

设 G = (a1, bi) 与 Gs = (a5, b5) 是 群 (5) 中 不 同 的 参数 11, 12 对 应 的 群 . 若 
Gi S G3, W o 为 G1 到 Go 的 同 构 映 射 ， 不 妨 设 ag = alb)ct, bg = a&bicl. WI 
at, b 应 满足 的 定义 关系 为 


[aog ,好 ]=c = HT glg € Gs), (ef)? =1. 


由 此 可 得 prit — js. 又 由 
(ag) = (af )" = (eg)? = eilitt ，(o9)P” = (aibich)" —aiP" — dem, 


可 得 ii(it — js) = iai(mod p*-*). X. [q,a] — [c 7*, 6] d) 70779 — 1, i p | j. 
又 由 | 


d, - dd P = 


得 出 t= 1(mod p). 因此 得 到 下 面 的 同 余 方 程 组 : 


izi = iiit — i1 js(mod p*-*), 
j(it — js) = 0(mod p), 


t = l1(mod p). 


HX ii i2(mod p), 由 假设 可 得 d — do. FJA. 

又 在 群 45) 中 , exp(G) = exp(Ca(G")) = p'**-5, 故 不 同 的 s 对 应 的 群 也 不 同 
KJ. 由 以 上 论证 可 知 , 群 (5) 中 当 i, s 取 不 同 的 值 时 , 对 应 的 群 均 不 同 构 . 

在 群 (7) "P, O4 (G) = (a?”, bP?”), 易 证 |O,,(G)| = prtm, 故 不 同 的 t 对 应 
的 群 不 同 构 . 

ER (8) 中 有 三 个 参数 d, s t 对 于 参数 i 来 说 , 类 似 于 群 (5) 的 方法 可 证 明 不 
同 的 i 对 应 的 群 互 不 同 构 . 又 在 群 (8) "P, exp(G) = p^^*-5, WARRI s 给 出 不 同 
构 的 群 . 又 O4 (G) = (az ,b?^), JO. (G)| = p'**-t-m., 故 不 同 的 t 对 应 的 群 也 不 同 
MJ. 从 而 在 群 (8) "P, 不 同 的 参数 d, s,t 取 不 同 的 值 时 , 对 应 的 群 均 不 同 构 . 

在 群 (9) "P, exp(G) = p"**-s, 故 不 同 的 s 对 应 的 群 不 同 构 . 

BF (10) 中 有 两 个 参数 jt. 对 于 参数 j 来 说 , 类 似 于 群 (5) 的 方法 可 证 明 不 同 
的 7 对 应 的 群 互 不 同 构 . 又 在 群 (10) F, 04, (G) = (a? , bP"), |O. (G)| = p^**-t77, 
HARR t 对 应 的 群 也 不 同 构 ， 从 而 在 群 (10) "P, 不 同 的 参数 jt 取 不 同 的 值 时 ， 
对 应 的 群 均 不 同 构 . 
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BE (11) 中 有 三 个 参数 j s,t. 对 于 参数 j 来 说 , 类 似 于 群 (5) 的 方法 可 证 明 不 
EAI j 对 应 的 群 互 不 同 构 . 又 在 群 (11) "P, exp(G) = p"**-5, 故 不 同 的 s 给 出 不 同 
构 的 群 . 又 Um(G) = (a?" , b"), |D4,(G)| = prtm, AANER t 对 应 的 群 也 不 同 
FJ. 从 而 在 群 (11) "P, 不 同 的 参数 j, s, t 取 不 同 的 值 时 , 对 应 的 群 均 不 同 构 . 

其 次 由 下 列 事实 可 证 群 (5) 一 (11) HIS. 首先 有 下 面 的 事实 . 

对 群 (5), exp(G) = exp(Ca(G")) = p"**^*, exp(Cc(G")/G") = p", Um(G) = 
(a9), [nlG)| = tA. 

对 群 (7); O4. (G) = (aP™ bP”), [D (G)| =p" t-m. exp(Cc(G')/G") = p^. 5 
n « m--k—t 时 , exp(G) = p"**-*, exp(CG(G')) = p"*t*-t-1, 3 n » m--k—t H, 
exp(G) = p", exp(Cc(G")) = 

对 群 (8), exp(G) = 9 exp(Ca(G')) = p"**-*, exp(Cc(G')/G') = p", 
Om (G) = (a ,be Y, [D (G)] = pe. 

对 群 (9), exp(G) = p***-*, exp(Ca(G")) = p***-*-1, exp(Ca(G")/G") = p", 
Um(G) = (a^^), JU. (G)| = p**^-*77. 

对 群 (10), exp(Cc(G")/G") — p"^!, 04(G) = (a^ ,bP^), ‘Um (G)| = p^**"*77. 
当 n < m+k—t Bf, exp(G) = p"**-*, exp(Cc(G')) = ptt. 4 n>m+k-t 
时 ,exp(G) = p", exp(Ca(G")) = p+. 

对 群 (11), exp(G) = p"*^^*, exp(Ce(G')) = mm exp(Ce(G’')/G') = 
p"^!, Um(G) = (a? ,bP^), NT 一 BT im, 

(IE) p= 2. 

首先 可 证 群 (5) 一 (11) 中 对 于 不 同 的 s, t, 不 同 的 参数 对 应 的 群 不 同 构 . 

在 群 (5) 中 , exp(Ce(G')) 2 2^**^5. 

在 群 (7) "P, Um(G) = (a?", 62", [O4 (G)| = 2^**-t77. 

TEBE (8) P, exp(G) =20 6,,(G) = (a^ E h [05 (G)| e 2nthntom, 

在 群 (9) F, exp(G) = 2^**-5. 

在 群 (10) 中 , Um(G) = (a?" , 5?" ), JO, (G)| = 2^**-t77. 

在 群 (11) "M, exp(G) = 2"-**-5, WANA s 对 应 的 群 不 同 构 ， Um(G) = 
(a^ ,了 y, Os (G)| ae 9n-ck—-t—m ; 

由 此 可 得 s, t 的 不 同 取 值 分 别 给 出 不 同 构 的 群 

其 次 由 下 列 事实 可 证 群 (5) 一 (11) 互 不 同 构 . 

在 群 (5) 中 , exp(Ca(G")) = 2^**^5, exp(Ce(G')/G') 2 2^, G\B(G) 中 有 250! 
阶 元 , exp(G) = 2^**-*. OG) = (a^^), |U (G)| = 2555-57». 4 m — k-- 1,8 =k 
I, Ua (G) = (u^, 6, [Us (G)| = 2 17m. 

在 群 (6) 中 , exp(G) = 2**?, exp(Cc(G")) = 2**?, Um (G) = (a?"^), JO. (G)] = 
GN &(G) 中 无 AH 阶 元 
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在 群 (7) "m, Os (G) = (a? ,b?^), [Os (G)| = eve exp(Ca(G')/G") = 2", 
"4 n>m = k+1 tf GV6(G) 中 无 2*+1 阶 元 ; 24 n « m--k-t ht, exp(G) = 2***-t, 
exp(Cg(G')) 2 2ntk-*-1, 34 2m -- k — t hht, exp(G) = 2^, exp(Ca(G")) = 2^. 

在 群 (8) 中 , exp(G) = 27**^*, exp(Cc(G")) = 2^**-5, exp(Cc(G")/G") = 2", 
DG) — (a* b y. aU s 90e tm 

在 群 (9) 中 , exp(G) 2 2"**-*, exp(Ca (G")/G") 22^-, exp(Ca(G")) 2 2^**7*-1, 
G\B(G) 有 2**! 阶 元 , O4. (G) = (a2 |D4 (G)| = 2***-57., W4 m — k-4-1, cdi 
I, OG) — (a? 60), [U. (G)| — 2677. 

在 群 (10) " Um(G) = (a?^,5?"),|U4,(G)| = 2***-t7", exp(Ca(G")/G") = 
2^-1, G\P(G) 中 无 2**! 阶 元 . 34 n < m--k—t Rt, exp(G) = 2m+k-t, exp(Ce(G")) = 
Qgm*k—t 34 n> m - k — t B, exp(G) = 2^, ep(Oe(C) = 27-1. 

TE (11) 中 , exp(G) = 2"**-5, exp(Ca(G")) = 2"***-7*71, exp(Ca(G")/G") = 
9^-1 OL (G) 2 (a?" 02^), [OB (G)] = 27 th-t-m. " 


6.3 初等 交换 p 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 


由 本 章 开始 的 分 析 可 知 , 要 确定 初等 交换 p 群 N 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 得 
到 的 群 G 的 结构 , 只 需 确定 满足 下 列 条 件 的 有 限 p 群 G: 
N «Z(G)nG' H |N| « p, G/N 为 内 交换 p 群 . 
HF p MEN 被 内 交换 p 群 的 中 心 扩张 已 被 确定 , A N S C A N S C 
来 讨论 . 
6.3.1 2?} 阶 初等 交换 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 


本 节 的 目标 是 确定 满足 上 述 条 件 的 p? 阶 初 等 交换 群 N 被 内 交换 p 群 的 扩张 . 
首先 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.3.1 iA IR p EG 中 存在 正规 子 群 N REN €« Z(G)n G', NS GT 
且 G/N 为 内 交换 p 群 . 则 

(1) N = 9$(G")G3; 

(2) G/N 为 非 亚 循环 的 内 交换 p E; 

(3) Æ G3 S Cp, N) CG(G') 为 G 的 极 大 子 群 . 

证 明 — (1) 由 定理 1.7.7, (G/N)'|2 p. 从 而 e(G')Gs <N. 由 于 |(G/9(G")Ga)'| 
= p, 故 9(G')Gs 为 G' 的 极 大 子 群 . 因为 NV < G", MULA N = 9(G")Gs. 

(2) 若 G/N 亚 循环 , 由 定理 2.5.3 可 知 G 亚 循环 , 从 而 G' 循环 . 这 与 N < G' 
非 循环 矛盾 . 
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(3) 显然 d(G) = 2. 设 G = (a,b), 其 中 [a,b] = c. 由 命题 1.1.5 知 G' = (c, G3). 
由 |G3| = p 可 知 c B33E:9828 4 JJ p, 从 而 Ce(G') = Celo) 为 G PUER TE. O 

由 定理 6.3.1, 我 们 可 设 G/9(G")Gs & M,(n,m,1), EF n > m 且 当 pp= 2 时 
n > 1. 考察 M, (n,m,1) 的 极 大 子 群 后 可 知 , 当 G3 = Cp 时 , Ca (G")/9(G^)Gs 的 型 
不 变量 为 (p, prt, p) RÆ (pt, p^, p). 我 们 将 对 以 下 三 种 情况 进行 讨论 : 

(1) G4 S Cp 且 Cae(G')/B(G')Gs 的 型 不 变量 为 (p",p™-1,p); 

(2) G4 = C, E. Ca (G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (pn 一 1, p". p); 

(3) G3 S C2. 

为 了 以 后 应 用 方便 , 我 们 还 将 计算 所 决定 的 群 的 内 交换 子 群 的 最 小 指数 Imin 
和 最 大 指数 Imax, 特别 是 Imin = 1 A Imax = 2 的 情形 . 


1. G3 衬 Cp 且 CG(G')/(G')Gs 的 型 不 变量 为 (p",p™1,p) 
EnzmH3p-2H n»1, 


G/9(G')Gs = (a,b,c| = = æ —1,[a,b] = e, [c, a] = [b, c] = 1). 


不 妨 设 G = (a,b,c) 其 中 [a,b] 2 c. RÀ 9(G^) = Cp, 所 以 c 为 p? 阶 元 . 

因为 Ca(G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (p",p™-!,p), 所 以 可 不 妨 设 [a,c] = 1. 再 
设 [b,c] = z, M) G3 = (x). Hy a?" e 9(G')Gs, 所 以 可 设 aP” = cenar, 同 理 可 
设 如 = arga, 从 而 我 们 得 到 了 一 个 Fp 上 的 2 x 2 和 矩阵 wG) = (wg). 注意 
矩阵 w(G) 是 随 生成 元 a, b 的 选择 而 变化 的 . RIIE w(G) 为 G 的 与 生成 元 a, b XT 
应 的 特征 矩阵 (简称 特征 矩阵 ). 

定理 6.3.2 ik p ATEH, G AAM p Æ, Ga = Cp, 9(G')Gs = C?, 
G/9(G')Gs ¥ My(n,m,1), CG(G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (p,p, p) En > 
m > 2. w(G) = (wij) 为 G 的 一 个 特征 矩阵 . 则 

(1) Imin 2 2. ££ G 没有 A 极 大 子 群 . 

(2) Inu f 

(3) Imax = 2 当 且 仅 当 n=m = 2 且 下 列 条 件 之 一 成 立 : 

(i) wi1 = wi2 = 0 A w22 Æ 0; 

(i) wi, 一 4wi12 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

证 明 通过 考察 G 的 所 有 极 大 子 群 来 计算 Imas TH Imin W N = (aU, c, £) 
和 Mi = (a'b,aP,c,z). M) G 的 极 大 子 群 为 N 和 M; 其 中 0<igp-1. 

(1) 4f wi» # 0 8X wo; Æ 0, W N = (a,b?) * (c) € Az. Æ wiz = wz = 0, W 
N = (a, bP) * (c) x (£) € As. 计算 可 得 , M! = (cp,z) = 9(G')Gs, 因此 M; € A. 
而 G 不 存在 A 极 大 子 群 . 

(2)4& D= (cb). WM DEA R |G:D| 2 p^. 因此 Imax 2 n. 
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(3) i Imax = 2, 由 (1) 可 得 wz Z 0 BK wz #0. 由 (2) TË n — m = 2. 
因为 G € As, W M; € A. id A = (aP,bP,c, z), B, = (abd, aP, P, z), Ca = 
(aba? ca'P, cP, z), EP 0 € r,s,t « p—1. M A, B. I Ca 是 M; 的 所 有 极 大 子 群 . 

首先 , A 是 Mi 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 因为 w #0 w22 #0, W B, € A. 
因为 


[catp， a* ba] = P! l (a bas)?" = cii wai )p piwi +w (cat? )? = "Umi l)p twi 
所 以 Cs € Ai 当 且 仅 当 下 面 关 于 i 和 + 的 方程 无 解 . 


| 1w11 T W21 = —t(iw12 + w22), (6.23.1) (6 23) 


ti +1 = —t^u3. | (6.23.2) 


由 (6.23) T i = twn + wz. 因此 Cs € A 当 且 仅 当 方程 (6.23.2) 无 解 . 若 
wi2 = 0, 则 wi; = 0. 因此 (i) 成 立 . € w z 0, JI] w — 4w 为 模 p 的 平方 非 剩 
4x. 因此 (i) 成 立 . 

反之 , 如 果 (i) 或 (i) 成 立 , 容易 验证 G € As, 即 Imax = 2. 

定理 6.3.3 设 G 为 有 限 2 3f, G4 S Cz, 9(G')Gs = C2, G/B(G')Gs 
M2z(n,m,1), # F n 2m 2 2, Ca (G')/9(G')Ga 的 型 不 变量 为 (2”,2™-1,2). w(G) 
(wij) 为 G 的 一 个 特征 和 矩阵， 则 

(1) Imin 2 2, BP G 没有 A 极 大 子 群 . 

(2) Ina z i 

(3) Imax = 2 HAA Y n=m=2 且 以 下 条 件 之 一 成 立 . 


(i) wi2 4 w21 + w22 = 1 H w = 0; 


口 


| 


(ii) wii Æ w22 = 1 E u12 = wz = 0. 


证 明 ”通过 考察 G 的 所 有 极 大 子 群 来 计算 Imax 和 Imin. dd 
N —(a,b?,c,z), Ji 三 (apa2 cz) 


则 G 的 所 有 极 大 子 群 为 N, Mo 和 M. 

(1) # a” = c, W N = (a,b?) x (ca2” ) E A2. F a” = x, lll] N = (a,b?) » 
lca?) € Az. d$ a?" = cirt H bo?” = eizi, Wj N = la, b?) x (c) € As. 以 下 我 们 假 
Wa = rt Ho” eiri. Hb = e Hm> 2, WN = (a,b?) x (eb? y € Aa. 
# o” =r Hm> 2, W N = (a,b?) * (b) E A 4: V7" —c Bm - 2, W 
N = (a,b?c) x (c) € As. Æ b” =x H m= 2, lll] N = (a, ?c) x (c) e As. 计算 可 
得 M! = (e, y) = 9(G')Gs. 因此 M; g A1. 综 上 所 述 , G 没有 内 交换 的 极 大 子 群 . 

(2) D- (cb. W D eA E |G: D| =2. 因此 Ima: 2 n. 
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(3) Æ Imax = 2, 则 由 (2) 可 得 n= m = 2, 再 由 (1) 可 得 wisi 十 wiz = 1. 因为 
G € Aa, 所 以 M; € .42. id 
A = (a°, b,c, T), B, = (abc, a", c, x), Cat = (aba, ca”, c, x). 


其 中 7,s,t=0,1. 则 4, B. 和 Cs 是 Mi 的 所 有 的 极 大 子 群 . 
首先 , A 是 M; 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 因为 atb, a?) = c?, 所 以 B, € A. 
从 而 wiz z 0 或 wz #0. 因为 


[a'ba?5, ca?*| — cs, (aiba2s)4 =W twati) giwit+waa (ca?*)? — cMtwiil)ptuia 


所 以 C, E Ai 当 且 仅 当 下 面 关 于 i 和 tt 的 方程 组 无 解 : | 
| iw11 + w21 +i = t(iwi2 + w22), (6.24.1) (6.24) 
twi + 1 = t2wi2. (6.24.2) 


若 要 使 方程 组 (6.24) 有 解 , 由 方程 (6.24.2) 可 知 t= wi 十 wiz = 1. 由 方程 (6.24.1) 
可 知 wzi -- w22 = 0. 因此 Cs € A 当 且 仅 当 wzi +tzz = 1 BÈ wu +w =0. 因此 
VA wa +wazz —1 B. wi 十 wiz = 1. # wis = 1, 则 可 推出 (i) 成 立 . Æ w = 0, 
则 可 推出 (ii) 成 立 . 

反之 , 如 果 (i) 或 (u) 成 立 , 由 以 上 证 明 过 程 容 易 验 证 G € As, 即 Imax = 2. O 

定理 6.3.4. ib G fe G.S ALT 群 满足 以 下 条 件 : G3 = Cp, 更 (G')Gs 9 
C2, G/9(G")Gs 兰 Mp(nm,1), XP n2m22 L% p=2 t} n 2 3, Co(G')/9(G")Gs 
的 型 不 变量 为 (p.p"-5p. N) G SG 当 且 仅 当 存在 域 FE。 上 的 可 逆 和 矩阵 X = 


T 0 -— | : -4 = T 
( . 使 得 w(G) — Xw(G)diag(z;1 27 , 711 227 ). 
T21 T22 


WEBB 设 w(G) A w(G) 分 别 是 对 应 于 生成 元 a,b 和 a,b 的 特征 矩阵 , 0 是 从 
G 到 G 的 同 构 映 射 . 我 们 可 不 妨 设 


a = a” c" (mod G3), 
b? = az2IP "br220723 (mod G3). 
计算 可 得 , c? = [a,b]? = [a?, 59] = [a a72" pt2] 三 czllz22 (mod G3). 因此 
z^ = [b, c]? = [D9, c?] = [asi »" “baz ,czllz22] 一 gentha, 


因为 censu = ar^ A (ah)? = (anions) = atur", 所 以 


0 
(1011, 012) | 2 ) = (211,0) | ) , (6.25) 


0 111212» W2) 22 
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因为 cnp — bs" Rl (b^ ? ess (aza2iP ™ pra2 gras P" = q*21p" bz22P 所 以 


0 
(Da1, 393) | T1120 ) = (221,222) ( i ) (6.26) 


2 
0 21172 w21 W22 


由 等 式 (6.25) 和 (6.26) 可 得 


| 

Vj; r | [zx 0 wii U12 #11 99 0 (6.27) 
h J = "ES S : 
491 922 121 T22 121 122 0 T11 T22 


男 一 方面 , 如 果 存 在 域 Ff, 上 的 可 道德 阵 X = ( B ) 满足 等 式 (6.27), 
则 容易 验证 映射 6 :五 PP azil,bFy arp” "prz 为 从 G 到 G 的 同 构 映射 口 

定理 6.3.5 it G 是 有 限 p 9f, G3 S Cp, 6(G")Gs = C2, G/8(G")Gs S 
Mp(n, m, 1), KP n 2 m, Ca(G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (p^,p"- p) f G 为 下 
列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(K1) (a,b, c | a? =b — c* — 1, [o b] — c, [e a] — 1, [e 9]  c^a^); 

(K2) (a,b, c | a8 = 59 —1,c? = b^, [a,b] = c; [e a] — 1, [eb] = a*b*); 

(K3) (a,b, e,d | a? — b* — d^ —1,c? —a*, [a b] — c [6,8] — 1, Ie; 5] — d,Id,o] — 


[d, b] = 1); 

(K4) (a,b,c | a9 =b — 1, c? — a^, [a,b] — c, [c, a] — 1, [c, b] — b*); 

(K5) (Ebed | a8 = d? 2 1,b* — c? — a*, [a,b] — c, [c,a] — 1, [e, b] — d, [d, a] = 
d, b] = 1); 

(K6) pa a — 15 — 1, c* — esl — 1, [e, =; 

(K7) (alb c | a9 = b* — c* — 1, [a, 5] — c, [c, a] — 1, [eb] = a*$); 


( 

( 
(K8) la bh ela? = 55 — 1,c* — 5*, [a,b] — c, [c,a] — 1, [c, b] 5 a*y; 
(K9) (a, 5,c, d | a*—b* —6* — d^ —1, [a,b] — c, [c b] — d, [c a] — [d,a] — [d, 6] — 1); 

(K10) (a; b,c | a* = b8 = c* — 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c, b] — 65); 

(L1) (a,b,c | a" = p^ = 1, [a,b] = c, cP = aP" bp , [c,a] = 1, [b, c] = b^"), 
XLPn2m22H5p-2H8n23,scF, 

(L2) (a,b,c | aP”™ = bP™ = c?" = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = Patr"), 其 中 
nzmzz2H5»»-2 Rm n > 3, teFy; 

(L3) (a,b,c,d | a" = b" — dP = 1,c? = a?" [a,b] = c,[c,a] = 1, [c,b] = 
d, [d,a] = [d, b] = 1), &'Pn2m22.R5p-28n23; 

(L4) (a,b,c | a" 三 加 ” un], [a,b] = c, c = b" [ca] = 1, [b, c) = a”?"), X 
P n>m22 Lš p=2 时 n>3,v 二 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 
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(L5) (a,b,c | a" =b™ = œ? = 1,[a,b] = c, [c,a] = 1, [b,c] = "y, AP 
n2zZmz2HJ3p-2H8mn3,v-21J3dd€—^HE xU ps 52 3E 4 

(L6) (a,b,c | az = bp™ mg =1, [a, b] = c, [e, a] = 1, [c, b] = cPb-?" , [bP 
1, X" n2m22H35p-28 n23 

(L7) (a,b,c, d | a" = p" 2g -ic- b" [a,b] = c,[c,a] = 1, [c, = 
d,[d,a] = [d,b]] = 1), AF n2 m22 E23 p-28tn23; 

(L8) (a,b,c | a?" = p» = c» = 1,[a,b] = c, [cal = 1,[b,c] = b”), Xv 
n2mz2H33p-28B8n2z23; 

(L9) (a,b,c,d | aP” = bP” = c*' = d? = 1, [a,b] = c, |c, a] = 1, [c, b] — d, [d, a] = 
d, bh] 21), $FP n2m22 R33 p-28tn23. 

证 明 Pom — 1, W 1 — [a,b] = Pfc, b] (2). AT 9(G^) < Gs, 矛盾 .因此 
mz2. 46 p—n-m 2, |G| — 27. H 27 阶 群 的 群 表 可 得 群 (K1)—(K10). 以 
FfEp-2H E nz 3. | 

设 G G 为 满足 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 6.3.1 可 知 , G e G 当 且 仅 当 存在 域 
F， 上 的 可 道 矩 阵 x = | Tu 0 | 使 得 


191 222 


Th 


,a] = 


w(G) = Xw(G)diag(zi; 222 , 211 27 ). (6.28) 


选择 适当 的 zz1( 即 用 合适 的 初等 行 变换 ), w(G) 可 以 被 化 简 为 以 下 三 种 类 型 . 
(a) ( er ) 其 中 wii z 0; 


0 W29 


(b) | E w12 # 0; 


1021 0 


e( " 9 ) 
w21 122 


接 下 来 设 w(G) 和 w(G) 均 为 以 上 三 种 类 型 之 一 . 由 等 式 (6.28) 可 知 : (D 不 
同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; O G S G 当 且 仅 当 存在 域 Fp 上 的 可 逆 矩 阵 
X = diag(zii,222) 满足 w(G) = Xw(G)diag(zi 255,21, 235). BHX 6.4 可 得 群 
(L1)—(L9). " 

2. G4 8 C, 且 Ca (G')/9(G")Gs 的 型 不 变量 为 (p^, p^, p) 

di n = m, 则 CG(G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 也 可 以 写成 (p",p™m-1,p)， 这 将 
转化 为 上 面 的 情形 ， 因 此 本 节 设 n > m， 此 时 必 有 lad 关 1 且 bd 二 1 $ 
[a,c] = y. 则 Gs = (从 .因为 ap e e(G')Ga, 所 以 可 设 aP” = cuwaipywia， 同 理 可 
设 如 = apy, & w(G)-(w;) 从 而 得 到 了 一 个 F, 上 的 2 x2 4E wG) = 


= lo. 2 HEEL 


(wij). 注意 矩阵 w(G) 是 随 生成 元 a, b 的 选择 而 变化 的 . 我 们 称 w(G) 为 G 的 与 生 
成 元 a, b 对 应 的 特征 矩阵 . 


表 6.4 定理 6.3.5 中 对 w(G) 的 化 简 


特征 矩阵 w(G) X 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 注 
一 2 
(a) 其 中 w23 40 diag(wT w22, w11) | ir ae | (L1) s = —wj1 w12 
! 1 wj; 0 时 为 (L2 E 
(a) Uf wa; —0 dagit, tm) ( 0 T ) ee pa e t uiia 
(b) 其 中 wa2l #0 0 v 
wn = ( 1 0 ) (L4) 
(b) 其 中 内 21 Æ 0 0 v 
iin d "m diag(w21, z) | 10 | (L4) 
(b) 其 中 wz1 —0 , 0 v 
Mnt wr diag(1, z) | EM ) (L5) 
其 中 0 0 0 
x diag(w21, w w22) | ii ) (L6) 
(c) 其 中 wzi #0 diag(w21, 1) ( 0 90 ) (L7) 
w2 = 0 1 0 
(c) 其 中 2ww21 = 0 , 0 0 
wx» X0 diag(1, w22) ( - (L8) 
(c) 其 中 iw21 —0 ( 0 0 ) (L9) 
w22 — 0 0 0 


定理 6.3.6 i p 为 奇 素数 ，G 为 有 限 p 95, G4 ® Cp, 9(G^)Gs = 2 
G/9(G')Gs S M,(n,m,1), 其 中 路 > m, CG(G')/9(G')Ga 的 型 不 变量 为 (pt, p 
p). w(G) = ( " 为 G 的 特征 矩阵 ， 则 : 
(1) Imin 2 2. BP G Æ A 极 大 子 群 . 
CA Ta i 
(3) Imax = 2 当 且 仅 当 m —2 且 下 列 条 件 之 一 成 立 . 
(i) ui2 # 0 E ilw(G)| wis; 
(ii) w19 = 0, w11 # 0 E w22 天 0; 
(iii) w$, + 4u022 为 模 的 平方 非 剩余 . 

证 明 ”通过 考察 G 的 所 有 极 大 子 群 来 计算 Imas 和 Imin. dd N = (b,aP.c,y) 
和 M; = (ab, b^, c, y). W G 的 所 有 极 大 子 群 为 N 和 Mi 其 中 0<ig<p-1. 

(1) # w #0 BÈ wz £ 0, W) N = (aP,b) * (c) € A. 车 wiz = wz = 0, 则 
N = (aP,b) « (c) x (y) € As. 计算 可 得 , M! = (P y) = 9(G")Ga. 因此 M; g Ai. 综 
上 所 述 , G 没有 A 极 大 子 群 . 

(2) 4& D = (c,a), W D € A H |G : D| = p". 因此 Imax > m 
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(3) Æ Imax = 2, 则 由 (1) 可 得 w 关 0 或 wz z 0, 由 (2) 可 得 m= 2. 因为 
G € As, 所 以 Mi € A2. 因为 n > 3, 所 以 Mi S Mo. 因此 我 们 只 需要 再 考察 Mo 
的 所 有 极 大 子 群 . W 4 = (aP, DP, c, y), Br = (ac^, UP, cP, y) 和 Cs = (abs?, cb'?, e, y) 
HEP 0 <r,s,t<p-1. 则 A, B. 和 Ce 为 Mo 的 所 有 极 大 子 群 . 

首先 , A 是 Mo 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 。 因为 wi z 0 或 wo? £ 0, 所 以 
B. € Ai. 因为 [abs?, cb'?] = ctry, (abs?)?” = couipywiz 和 (cbt?)? = cltwalth)pytw22 
所 以 C, E Ai 当 且 仪 当下 面 关 于 tt 的 方程 组 无 解 . 


| wj = tua, (6.29.1) 


(6.29) 
[wai +1 = t°wz2. (6.29.2) | 


Zi wi, 关 0, 则 方程 (6.29.1) 的 解 为 t = wiwi. ERY, Cs € A 当 且 仅 当 t= 
wp wni 不 是 方程 (6.29.2) 的 解 . 因此 wii|w(G)| X w2,. (i) 成 立 . 车 wi» — 0, W 
w22 Æ 0. 此 时 , 方程 (6.29.1) 无 解 当 且 仅 当 il 关 0. 因此 (过 成 立 . 方程 (6.29.2) 
无 解 当 且 仅 当 w3 十 4uaz ÆR p 的 平方 非 剩 余 . 因此 (iii) 成 立 . 

反之 , ), Gi) 或 (ui) 成 立 , 由 以 上 过 程 可 知 Ce As, 即 Imax = 2. 

EH 6.3.7 ik G AAIR 2 Æ, Ga & Os, 6(G')Gs = C2, G/&®(G’')G3 
Ma(n,m,1), 其 中 n > m, Ca(G)/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (2m-1 2m 2). w(G) 
(wij) 是 G 的 特征 矩阵 . 则 

(1) Imin È> 2. P G Æ A 极 大 子 群 . 

(2) Tr 2m. 

(3) Imax = 2 当 且 仅 当 m—2 且 下 列 条 件 之 一 成 立 . 
( 
( 


R L 


i) wii = 0 E w = 1; 

ii) w12 = 0 E wi = us» — 1. 

证 明 通过 考察 G 的 所 有 极 大 子 群 来 计算 Imax 和 Imn. W N = (b.a?,6.y) 
和 M; = lab, b? cy). M G 的 所 有 极 大 子 群 为 N, Mo 和 M. 

(1) 3$ a?" = c2, Wl] N = (a2,b) x (ca? ye 2$ a?" = y, I) N = (a2, b) x 
(ca? ^) € Ag. Æ U^" = e, W N = (a?,b x (c?" ) e Ag. dE Ww" — y, WU 
N = (a?,b) «(cb?" ') € Az. Æ a?" = c? yi BL b?" = ec2iyi, 则 N = la?, b) x (c) € As. 
计算 可 得 M; = (,y) = 9(G)Gs. 因此 M; g Ai. 综 上 所 述 , G 没有 内 交换 的 极 大 
TE. 

(2) & Dj; = (cab). W| D; € A, E |G : Di| = 27. RIE Imax 2 m. 

(3) Xi Imax = 2, 则 由 (1) 可 得 wii 十 wis = 1 W woi + wz = 1, 由 (2) 可 
得 m = 2. 因为 G € A, 所 以 Mi € A2， 因 为 n > 3, 所 以 Mi & Mo， 因 此 
只 需要 再 考察 Mo 的 所 有 极 大 子 群 . W A = (a,b, cy), B, = (ac^, U^, c?, y) 和 
Cot = (ab? cb?*, c? y), 其 中 mst=01 则 A, B. 和 Cs 为 Mo 的 所 有 极 大 子 群 


首先 , 4 为 Mo 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 因为 [aer 0?] = c?, 所 以 B, EA. 因 
此 wiz £0 3È wz #0. 因为 


[ab?5 , cb?*] - cty, (ab25)7" = cV yw (cb?*? = c? tw21t 1) a tw22 


所 以 C. € A 当 且 仅 当 下 面 关 于 t 的 方程 组 无 解 : 


| wiu = fun, (6.30.1) - 


tw21 +1 = t^wss. (6.30.2) 


若 方程 组 (6.30) 有 解 ， 则 由 (6.30.2) 可 知 t = wz + woo = 1, 由 (6.30.1) 可 知 
ui; = wi». BE Cs € A; 当 且 仅 当 wi 十 wiz = 1 或 wa c wo; = 0. Am 
wtw = 1. d wg = 1, W wii — 0. 因此 (i) 成 立 . 若 wi = 0, M) wi = wz = 1. 
因此 (ii) 成 立 . 
反之 , (G) (i) 成 立 , 由 以 上 过 程 可 知 G € As, B Ima = 2. 口 
定理 6.3.8 设 G 和 G 为 两 个 p 群 满足 : G3 = Cp, 9(G")Gs = C2, G/9(G")G3 
兰 Mp(n,m,1) 其 中 n> m > 2, Ca(G')/9(G')Ga 的 型 不 变量 为 (Pr ,pm,D)， 则 


GSG 当 且 仅 当 存在 域 Fp 上 的 矩阵 X = 使 得 


- $91 T22 
w(G) = Xu(G)diag(zi 257 , $1253). 


证 明 — X w(G) 和 w(G) 分 别 是 对 应 于 生成 元 a,b 和 a,b 的 特征 矩阵 , 9 是 从 
G 到 G 的 同 构 映射 . 不 妨 设 


! a? = a” b23 (mod G3), 
b? = az21P "pr 925 (mod G3). 
计算 可 得 
c? — [a,b]? = [a?, bf] = [a*1, az21P ”bz22] = 71222 (mod G3). 
ES 
j? = [ā, cl? ES [a?, c] = [a71 b” er1222] 一 y711222, 
因为 gurgo — ar^ 和 (ap")9 = (anipniaensyr" = arue”, 所 以 
(211, T12) | "uma A = (211,0) | uu a ) (6.31) 


2 
0 211122 w21 W22 
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因为 Inra = pe" — (arap ”jzacz2s)p” 一 arap"br2p” 所 以 


0 
(1021, W22) ( ET i ) = (221,122) | ) , (6.32) 


0 2141122 W21 122 


由 等 式 (6.31) 和 (6.32) 可 得 
| Üi Wi2 ) u | zi 0 ) | Wii Wi2 ) | 大 0 ) 6.33 
- - -> | r ( : ) 
191 122 221 T22 w21 W22 0 £i] T22 


另 一 方面 , 若 存在 域 Fw ERITYE x = | - S 使 得 等 式 (6.33) 成 


T21 T22 
Xr, MBA 0: à — arn,b a*2P “pra 为 从 G 到 G 的 同 构 映射 . 口 
定理 6.3.9 i G 是 有 限 p 9f, G3 兰 Cp, 9$(G')Gs = C3，G/E(G')Gs 
My(n,m,1), K'P n » m, CG(G')/9(G')Gs 的 型 不 变量 为 (pt, p™, p). 则 G 为 下 
列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 


(M1) (a,b,c | ar™ = 更 ” = 1, [a,b] = e, c? = a?" b*"?" . [a, c] = b"?" , [b,c] = 


1), 其 中 n>m 之 2,v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , s = 0,1,… Len 


(M2) (a,b,c | a" = = e^ = 1, [a,b] — c, [c, b] = 1, [c, a] = Pa~?" , |a?" , b] = 
D,J3Pn2»mz23; 

(M3) (a,b,c,d | a" = w" — dP = 1,[a,b] = c, c? = a7" ,[c,a] = d,[c,b] = 
1, [d,a] = [d,b] = 1), AP n» m22; 

(MA) (a, b, c | ap” me au], [a, b] = e, c? = b" [b,c] = 1, [a, c] = aP), 其 中 
nm—z2 

(M5) (a,b,c | a = = = 1, [a,b] = c, [b,c] = 1, [a,c] = aP"), 其 中 
n»mza2 

(M6) (a,b,c | ap = pU = = 1,[a, 5b] = c,[c,6] = 1, [ca] = cfPb^t"", 
br" ,a] 2 1), Pn» m22,t€ E; 

(M7) (a,b,c,d | aP” = p?" = dP = 1,c? = " [a,b] = c,[c,b] = 1, [ea] = 
d, [d,a] = |d, b] 2 1), Kn» mz2; 

(M8) (a,b,c | a = p" = = 1, [a,b] = c, [c, b] = 1, [a,c] = b"), 其 中 
n»mz2, v=1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(M9) (a,b,c,d | aP” = 加 =co = dP = 1, [a,b] = c, [c, b] = 1, [c, a] = d, [d,a] = 
[d, b] = 1), AP n» m2 2. 

证 明 4$ m= 1, Jl] 1 — [a,b] = P. ER e(G') = 1, 与 题 设 刻 盾 . 因此 
m 22. W G 和 G 为 满足 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 6.3.8 可 知 , G & G 当 且 仅 当 存在 


IR 
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域 F, 上 的 可 逆 矩 阵 x = | iii ) 使 得 
T21 T22 
w(G) = Xw(G)diag(zii 257 , 21; 237 ). (6.34) 


选择 适当 的 zz21( 即 用 合适 的 初等 行 变换 ), w(G) 可 以 被 化 简 为 以 下 三 种 类 型 : 
(a) | 其 中 wii z; 


0 wz 


(b) ( 4 wu ) ien w2 天 0; 


ol 0 


(c | d. ) 
w1 92 | 
接 下 来 我 们 设 w(G) 和 w(G) 均 为 以 上 三 种 类 型 之 一 . 由 等 式 (6.34) 可 知 : 


(i) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 
(ii) GS G 当 且 仅 当 存 在 域 Fr 上 的 可 逆 和 矩阵 X = diag(zi1, 222) 满足 w(G) = 


Xw(G)diag(r;; £32, £11 £32). HX 6.5 可 得 群 (M1) 一 (M9). o 
表 6.5 ”定理 6.3.9 中 对 w(G) 的 化 简 
特征 矩阵 w(G) X 特征 矩阵 -w(G) 对 应 的 群 注 
(a) 其 中 w22 = vz? . 1 wiwi z~! 8 一 
其 中 w22 = 二 0 . e 1 1 
(a) d 21 diag(w;, w12, w11) ( | (M2) 
(a) sair = diag(1, w11) ( i ) (M3) 
(b) 其 中 wf z 0 diag(w21, wzy w12) ( : (M4) 
(b) 其 中 wg —0 diag(1, w12) ( | ) (M5) 
, 0 0 w22 天 0 时 为 (M6) t= 
(c) 其 中 wz #0 diag(w21, 1) | E anu wa2 = 0 时 为 (MT) uz ub, 
(c) 其 中 wz1 —0 l 0 0 
inda xd diag(1, z) | "s (M8) 
(c) 其 中 内 21 三 0 ( 0 0 ) (M9) 
w22 = 0 0 0 
3. G4 8 C2 


i nzml9H3p-2HB|n»l, 
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不 妨 设 G = (a,b,c) 其 中 [a,b] = c. W x= [b,c], y = [ca]. 则 Gs = (x,y). HA 
aP?” c G3, 所 以 可 设 am oz geu yw, 同 理 可 设 jp = qum ywa2 和 eP = T3132. 
从 而 我 们 得 到 了 一 个 F, 上 的 2 x 2 和 矩阵 wa) = | udin ) 和 一 个 列 向 量 


121 W22 
v(G) — | " . 注意 w(G) 和 v(G) 是 随 生成 元 a,b 的 选择 而 变化 的 .我们 称 


32 
w(G) 为 G 的 与 生成 元 a,b 对 应 的 特征 矩阵 , v(G) 为 G 的 与 生成 元 a,b 对 应 的 特 
征 癌 量 . 

定理 6.3.10 i G AAIR p 群 , $(G") < Gs = C2, Gs < Z(G), G/Gs S 
M,(n,m,1) $FP n>m L% p=2 h} n> 1. w(G) = (wj) 为 G 的 特征 矩阵 . 则 

(1) Æ ws 三 1 M m= 1. 

(2) 35 Ia 2, 9 n & 2. 

(3)25p52 Hmsz1, M Inm = l. 

(4) #p>3 En=m=l1, N] Inn #1 3.H43 wl = Wz = w12 + ws; — 0. 

(5) 若 p>2 且 n>m=1, 则 Inn #1 当 且 仅 当 wil = w2 =0. 

(6) #p>3 En=m=1, R) Imax #2 当 且 仅 当 (wis 十 Wo1)? 一 4wi1Ww22 为 一 
AME p 的 平方 非 剩余 . 

(7 着 p>2m=1 且 n=2, B] Inx —2 SEI S wz #0. 

(8) # p >2,n=m= 2 HA (G') = 1, A) Imax —2 当 且 仅 当 (w12 + w2)? — 
4w11w22 为 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

(9) Æ p > 2, n =m = 2 E (wai,wa2) = (0,1), 则 Imax —2 当 且 仅 当 w1 Z0 
且 以 下 条 件 之 一 成 立 . | 

(i) (wiz + w21)? 一 4w (wz +1) 为 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(ii) wai = willtWo22 + w11 E (w12 + w21)? = 4wz. 

证 明 W N — (b,aP,c, x,y) 4M Mi = (ab, bP, c, z, y). W G 的 所 有 极 大 子 群 为 
N 和 Mi. 

(1) € H ÆG ff] A 极 大 子 群 . 则 d(H/H') = 2. 因为 G/Gs € Ai, 所 以 H/G3 
交换 . 因此 H' < Gs. 从 而 d(H/Ga) = 2. 因为 9(G) < H, 所 以 d(9(G)/Gs) < 2. 
又 因为 6(G)/G3 = (aP, b», c) 的 型 不 变量 为 (pt, p,p), 所 以 有 m= 1. 

(2) $ K = (bc. WI K € A EB |G: K| 2 |G: KGs| = p^. 因为 Imax = 2, PT 
VÀ n «2. 

(3) f m—1 H p= 2, W 1 = [a,0?] — c?z. 从 而 e — x. 此 时 , M; — (ab, o) € 
Ai. 因此 Inin = L 

(4) E n=m=1 H p >83, M 1 = [a,b] = P. KBA Las z 1, JJ N € A; 
H. Mi € As. 因为 y € (b,c), 所 以 wz = 0. 计算 可 得 [abie] = y-^!a* H (ab*)? = 
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apbip = gUn tiwa ywi, 因此 w +iwz = 一 iwiz, Vi. 从 而 wi; = wiz + wz =0. R 
之 ;车 wi = wy = wiz + wz = 0, N) N € A H Mi € Az. 从 而 Imin £1. 

(5) € n>m=1 H p> 2, Ñ] 1 = [a,b] = cP. 车 再 有 Imn £ 1, M) Mi g A. 
计算 可 得 , [ab,c] 2 y~trt H. (ab)? = aP = greuge, 因此 wa = —iwia, Vi. 从 而 
有 wi uis —0. RZ, Ë wu = w2 — 0, N N g A B Mi € A. 因此 Imin £ 1. 

(09 € n=m=1 H p> 3, W1 = [a,b] = P. ABE Imax z 2, W 
N € A; H Mi e Ai. HX y € (b,c), 所 以 wa #0. 计算 可 得 [abi,c] = y^!a* H. 
(ab*)P, = gPp!P = gUn tiwa ywiztiwa, 因此 wi +iwzn X -iw — i?woo, Vi. AT 
(w2 4-w21)? — 4w11w22 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 . 反之 , E (uno -w21)? - 4ui1w22 g 
(F,), DU N € A, H. Mi € Ax. 因此 Imax £ 2. 

(T E 2=n>m=1 H p>2, W 1 = [a,b] = P. 计算 可 得 Mi € A 或 hs. 
EHA Imax = 2, 则 N € A2. 因此 y € (b, c). 从 而 wz #0. 反之 , 若 wz #0, Bill 
N € A H Mi € Ai E Ao. 因此 Imax = 2. 

(8) €i n = m = 2, 则 由 (1) 可 得 Imn 2 2. SERES Imax = 2, W N € A 
H Mi € A. AA |G : (b,c)| = pP, AA w 关 0， 计 算 可 得 , [c ab] = rty 
H (ab)? = gwuciwngywiztiwe - 因为 |G : (eab)| = p, 所 以 关于 i 的 方程 
wii +iwz1 = —i(wi-iwe2) 无 解 . 因此 (wi2 + w)? 一 4w11w25 是 一 个 模 p 的 
平方 非 剩余 . 反之 , E (wiz 十 w21)? 一 dwiiw22 是 一 个 模 p 的 平方 非 剩余 , 则 N €A 
H Mi g Aa. 因此 Imax = 2. 

(9) Zi » — m = 2, 则 由 (1) 可 得 Inn 2 2. 4 Inx = 2, M N E€ A H 
Mi € A2. 记 Ni = (a!b,aP,c,z,y). W No = N HBS j ZORL Nj = Mj-. 
为 |G : (a,c)| = p, 所 以 wii #0. id A= (aP,bP,c, x), B, = (aibe, aP, P, x) 和 
C, — idi: ca'P, cP, z), KP O&r,s,t«p-—1. 则 A, B. 和 Ce 为 Wi 的 所 有 极 
KTE. 

首先 , 4 是 Ni 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 ,因为 wii #0, 所 以 B, € A. 因为 
[catp, ajbasp] = z-lyt*i, (aj bas? P" = zivuitwayiviatwa 和 (catP)P = qfwnyfuizi 
所 以 Cs e Ai 当 且 仅 当 下 面 关 于 ; At 的 方程 组 无 解 . 

m + w2 = —(j + t)(juii + w21), (6.35.1) 


(6.35) 
twuz +1 =- (j + t)twn. (6.35.2) 


将 方程 (6.35.1) 和 (6.35.2) 相 加 可 得 
wlj +t)? + (wig 十 wai)(7 +t) +w22+1=0. (6.35.3) 


E (i) 成 立 , 则 关于 j +t 的 方程 (6.35.3) 无 解 . 因此 Cs € A. 若 方程 (6.35.3) 有 
唯一 解 ， 则 (w12 + uw)? = 42011(4022 十 1). 此 时 ， C, €.A 当 且 仅 当 关于 t 的 方程 
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(6.35.2) 无 解 . 从 而 有 
了 十 二 三 -w wis. (6.35.4) 
由 方程 (6.35.3) 和 (6.35.4) 可 得 wa = uwii(wes +1). 因此 (ii) 成立. 方程 (6.35.3) 
至 少 有 两 个 解 , 则 存在 一 个 解 满足 wlj +t) + wi z 0. 因此 方程 组 (6.35) 有 解 . 
从 而 存在 j,t 使 得 Cu eg A. 反之 , 若 (G) 或 多 成 立 , 则 由 以 上 过 程 可 知 方程 组 
(6.35) 无 解 . 因此 Cst d Ai. 从 而 Imax = 2. 口 
定理 6.3.11 设 G 和 G 是 两 个 有 限 p 群 满足 : $B(G') € G S 03, G3 < Z(G) 
fa G/G4 S My,(n,om,l) P p> 2n 2 m22 WGE G 当 且 仅 当 存在 


城 F, LATHE Y 一 | pa " f Y, = fa yi2D", jJ 满足 
y2z1Pp y22 y21 y 
w(G) = Yyw(G)Y* #e v(G) = Yv(G). 
WEA 设 w(G),w(G), v(G) 和 v(G) 分 别 是 对 应 于 生成 元 a,b 和 a,b 的 特征 
矩阵 和 特征 向 量 , 9 ÆA G 到 G 的 同 构 映 射 . 可 不 妨 设 


a? 三 azl110Dz12C713 (mod G3), 


T n—m 
p? 三 azziP bec (mod G3). 


x= | sd ) 计算 可 得 


Z210” ™ T22 
c = [a,b]? = [a?, b^] = [a7 712, q73 P^ "br22] = eX! (mod G3). 
因此 
z? = [b, cj? 一 [b? , c?] = [gz3p" ^ prz, clX|] = glXlz22,,7|IX|lzzip" 7. 
y = [c al? = [&*,a*] = [el apa] = z7 Ina ttr 
因为 gug 一 ar” I (aP" y? ER (a711 p*12 qz13 p" a QZIIP bri2p™ 所 以 
X -|X |rap" ™ 
(011, D12) |X zaz X taap = (girap ™) podio . (6.36) 
—-|X |z12 IX [zi Wo1 122 
因为 r2 jj922 PU 和 (2 lu - (az21P ™ br22c723)p™ = QZz21P pra2p" ， 所 以 
Xiz —|X |typ ™ w w 
man] "m A = (£21,222) | |]. (67) 
—|X [212 LX |z 21 22 
由 等 式 (6.36) 和 (6.37) 可 得 
ix| Üi 1712 122 -np m _ 人 za Erap” ™ Wi11 W12 
W21 W22 一 TI12 T11 T21 T22 W21 22 


(6.38) 
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$ Y =|X|-1X = | yn 12 8 y, = ( yi yp" ) 在 等 式 (6.38) 
yap" " o2 yi 22 
ALAR Y 可 得 


| nda zi | Si “aa ri (6.39) 
w21 W22 W21 W22 
因为 元 31 732 LÉ— CP 和 (zP)? = cp — gl wsi y EX waz, 所 以 
X 一 | 从 D X. 
| |Z22 | [712 — " | (w31 (6.40) 
—|X|zzp"7" |X|z1 1032 IX |wa2 
在 等 式 (6.40) WUER Y 可 得 


31 " W31 
| hi | «( "i | (6.41) 


男 一 方面 , 者 存在 域 F, 上 的 可 逆 和 矩阵 
y — | yii y12 Y as | yu yep" 
wi" " y») . yi y22 


满足 等 式 (6.39) 和 (6.41), & X = |Y|-1Y = | 则 易 验 证 上 映射 


TZ21D” "^ T22 

0:ae qtu pria b m aap” "pe2 为 从 G 到 G 的 同 构 映 射 . L] 

d p»2H m=1, M c? = [a,b]? = [a,5?] = 1. 因此 &(G") — 1. 车 再 有 p>3 
Bk n > 1, WEER (6.39) 和 (6.41) 也 成 立 . AEA TERE. 

定理 6.3.12 ik G f G 是 两 个 有 限 p 群 满足 : (G) < Ga S C7, Gs < Z(G) 
fe G/G4 S Mp(n, 1,1), F p>2 R5p—38En» 1.8] ó6(G)-1,GSG XS B 
仅 当 存在 域 F ESTER Y = | En ) f Yi = ( Aoi 

y21P y22 y21 y22 

满足 w(G) = Yiw(G)Y'. 

E p=2, m22 H n 23, WÆR (6.39) 和 (6.41) 也 成 立 , € p=2,m=1 H 
n z 3, W b? e Z(G). 此 时 ; 1 = [a; = elb]: 因此 [c b] — c?. Bl v(G) — (1,0). 
此 时 ， 


= MÀ 


(P y 四 (2) (q7212" ^ peras y - q 212" y2 2223 [b, c|?72s -— qtn2"y2. 


因此 等 式 (6.37) 成 立 . 因而 等 式 (6.39) 和 (6.41) 依然 成 立 . 综 上 所 述 , 则 有 下 面 的 
EH. 
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定理 6.3.13 设 G 和 G 是 两 个 有 限 2 8E X: O(G) < G X C2, Gs < Z(G) 
fe G/G3 € Ma(n,m,1), KP n 2m Em23. RJ G&G 3 BAx 35 £e 7E XI, Fo 
LaTi Y = yii y12 i os | yu yn2" 7 x w(G)- 


y212" "  ya2 y21 22 

Yyw(G)Y* 4e v(G) = Yv(G). 进一步 , m — 1, 则 v(G) = (1,0). 

定理 6.3.14 it G 为 有 限 p 3f, €(G') < Gs S C2, Gs < Z(G), G/Gs = 
Mp(n,m,1), $P nèm Lž p=2 时 n>1. 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(N1) (& be | a9 =b — c? — 1, [a b] — c, [e, a] — 5*, [c b] — a*, [a*, b] = 1); 

(N2) (a,b, c | a9 =B — c? — 1, [a, b] — c, [c, a] = a*, [ed — 5*5; 

(N3) (a, b,c | a9 = E — c? = 1, [a, b] — c, [c, a] — a*b*, [c; b] — a*, [a], b] — 1); 

(N4) (a, b,c, d | a8 = bta c? — d? — 1, [a,b] — c, [c, a] — a*,[c,b| — d,[d,a] — 
[d, b] = 1); 

(N5) (a,b,c,d | at = b8 = c? = d? = 1, [a,b] = c,[c,a] = bt, [c,b] = d, [d,a] = 
d, b] = 1); 

(N6) (a,b,c;d,e | a* = b* = c? = d^ = Æ = 1 lab] = c lea] = d,[e, 5] 
e, [d, a] = [d, b] = [e,a] = [e, b] = 1); 

(NT) (a,b,c | at — b* — c* — 1, [a,b] — c, [c, a] — c?, [c, b] — a*); 

(N8) (a,b,c | a9 — b* = 1,[a,b] = c, [c, à] — c? = 9^, [e, b] 5 a^); 

(N9) (a,b,6| a9 2.c* — 1, [a5] — c, [6,a] — &, [eb] — a* — 55; 

(N10) (a,b, c | a8 = b5 — 1, [a, b] — c, [c, a] — c? — a*b*, [e, b]  a*y; 

(N11) (a,b, c | a9? — b* — 1, [a, 0] — c, [c;a] — €^ — a^, [eb] — 5*y; 

(N12) (a,b,c | a*t = 0 = c* =, [a, b] = c, [e, a] = c?, [e, b] = b*); 

(N18) (a, b;c | a* = E — c* [= 1,[m,5| — c; [e;a] = &?,[c,b] = c^t, [c*, 5] 
[b^, a] = 1); 

(N14) (a,b,e,d | à* — b* — c* — d* — 1,[a,6] — e, [e;a] — c^, [c, b] — d, [d, 6| — 
[d, bj = 1); 

(N15) (a, b,c,d | a? — b* —id? — 1,[a,b] — c, [e, a] — c? — a*, [c, b] — d, [d, a] — 
(d, b] = 1); | 

(N16) (a,b,c, d-|.aP = d? — 1, [a,b] — c; [ca] — c? — a* — b*,[c, b] — d,[d,a| — 
[d, b] = 1); 

(O1) (a, 5,e,d,e | a9 — b — & —d*—-—1[5b Im a la) = d, [cb] — 
e, [d, a] = [d, b] = [e, a] = [e, b] = 1); 

(O2) (a,b,c,d | a? — b? — c — d? — 1,[a,b] 5 c, [c, a] — d,[c, b] — 09, [d, a] — 
d, b) = 1); 


I 
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03) (a,b,c,d | tarate 1,5? = a”, [a,b] = €, [c, a] — d, [c, b] = a?, [d, a] = 

[d, b] = 1); 
(O4) lab adl a? — b? — eld 1, ad) 2 e [e;a] E= d, [e b] & aS, [d.a] 三 
[d, b] = 1); 
) 
) 


07m. 


5) (a,b, c |a? — 09 = c = 1, [a, B] = c, [6 8] F d, e b] — 59; 
Q6) (a, b, c | a9 = P = c? = 1, fa; b] = c, [c a] + 55, [e; b] = a?, [a?, b] = 1); 
(O7) (a, b, c | a? riii i la, b] = c, [e; a] = 57, fe, b] —.a?, [a?, b] = 1); 

(P1) (a,b, c | ag" pg ulg- 1, [a,b] = c, [c,a] = a?" ,[c, b] = b^), 其 中 
p> 2 HALF p=3 i n 22; 

(P2) (a,b,c| a" = p" = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = aP" b?” je, b] = bP^y, 其 
P p>2 Až p=3 t n22, v=1 或 者 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(P3) (a,b,c| a" = p" = c? = 1, [a,b] = c, [c a] = "9", [c,b] = a7? ), 其 中 
p»2HdZp-3NHn22,v—1l3QEX—^-8 x 6 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(P4) (a,b,c | at 三 bp el 1 [a0] = e, je aP t" = or WW, ed = 
aU" 加 [a,b] = 1), $F p>2 E% p=3 t n22, r=1,2,-,p— 2; 

(P5) (a,b,c | a? =b" = = 1, [a,b] = c, [c, a] = b?” , [cb] = a?" , [a?" , b] = 
D), X" n > 3; 

(P6) (wbclaz =b?" = e = 1, [a, b| = c,[c; a] = a? ,[c, b] = 67), 其 中 
nz 

(P7) (a,b, c | a?" 2m = e = 1, [a,b] = c, [ca] = a?" b?” , [e, b] = a?" , fa?" , b] 
三 1), $P n3; 


iie cayo | = b" = @ = dP = 1,[a,b] = c,[c,a] = a?" ,[c,b] = 
d id d) = |d,p =D, 4 p=2 NW n2»3, S p=3 mnz 

inis ad = p Lg = dP = [ab = c [ca] = bP", [c,b] = 
d,[d,a] = [d,b] = 1), 4 p= 2 i} n > 3, $ p=3 łn >22, v=1 或 者 是 一 个 固定 


的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(P10) (a,b,c,d,e | aP^ = b^ = c? = d? — e? — 1, [a,b] — c, [c, a] — d, [c, 6] = 
e, [d,a] = [d,6] = [je,a] = [e, b] 21), 3 p= 2 i n 23, p= tfn z; 

(Q1) (a,b,c | a" = bP"™ = 1, [a,b] = c, [c, a] = c? = bP" , [c, b] = a-"P" btr" y, 
Xvn22HZp-28n23,v-—1dX4X—^BEXE p 的 平方 非 剩余 ， 


p—1l 
s E Fp t—- 0,1, 7371 
(Q2) (a,b,c | ar y ug - l;la; 5| = c; [e.a] = c, ió 5| = a PP gP), 
其 中 nn 之 2 且 当 p= 二 2 时 n 之 3,v 二 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 
一 二 


p 
f=0,1,. , =; 
i 2 
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(Q3) (a,b, c | a^" = 加 ”=1lle=clcal=c=ap ,[e,b] = a*P^ b^), 其 
Tn22H35p-28n23,scF, 

(Q4) (a, b, c | ag" Ly 1, [a,b] = c, [c, a] = c? = a?^,[c, b] = b"), 其 中 
n22R5p-298n23,5-23,,7 4 

(Q5) (a,b,c,d | a" = bP" = dP = 1, [a,b] = c [ca] = c? = a”, jc, b] = 
d,[d,a] = [d,b]] 21), EF n2 2 R5 p=2 H n2 3; 

(Q6) (a,b,c | aP" = bP"™ = c^ = 1, [a,b] = c, [c, a] = c?, [c, b] = b"), 其 中 n>2 
且 当 p=2 时 n>3; 

(Q7) (a,b, c, d | aP” = 加 ”=c = d? = 1, [a,b] = c, [e, a] = dit lius: - 
d, [d,a] = [d, b] = 1), $P n22 R3 p—-28tn23,scFy; 

(Q8) (a,b, c, d | aP” = bP" = c» = d? = 1, [a,b] = c, [c,a] = c?, [c, b] = d, [d, a] = 
[4,0] 21) AP n2 Ri p— rem 

(Rl) (a,b, c,d | a* = P — c* — d^ — 1,[a, 6] — c, [e, a] — d, TUS = ima 
[d, b] = 1); 

(R2) (a, b,c | a^ = b* — c* — 1, [a,b] — c, [c, a] — 82, [e, b] — c?y; 

(R3) (2,6,e| a? — b? — c5 — 1, [8,8] — c [e.a] — a*, [6 b] — e*); 

(R4) (a, b;c| à? — c* o 1,55 o at, [a, b] 20,16, a] — a*, [cb] = c3; 

(R5) (abel a8 — b* = — 1, [0,8] — e, [e, a] — a*c*, 区 上 三 营区 可 三 

(R6) (a,b,c | a? = bt = 1,c? = atb? [a,b] = c, [c, a] = &?, [c, b] = c?y; 

(RT) (a, b,c | a? = b* — 1,c? — 8, [a,b] — c, [c,a] — a* P^, [c b] — 

(S1) (a,b, c | gp np = c? = 1,[a,b] = c, [c, a] = a?" ,[c, b] = b*P^), 其 中 
n»m,n2z3.HBÓ5p-28mz22,s€F; 

(S2) (a,b,c | a" = p" = c = 1, [a,b] = c,[c,a] = b^?" ,[c,b] = a-"2?^, 
[a,b?” ] 21, P n>m, n23 Eš p=2 i} m22,v,v; —1 或 者 是 一 个 固定 
的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(S3) (a,b,c,d | a^ = p" = c? = d? = 1lab = c,[c,a] = d,[c,b] = 
=P" [da] = [t$] 21), &" n» m,n23HBR5p-28m22,v-1&X 
者 是 一 个 国定 的 模 了 的 平方 非 剩 佘 ; 

(S4) (a,b,c,d | a^ = br = = d=1,lb = 6c,la] = b?" [cb= 
d,[d,a] = [d,b]] 21), P n>m, n23 L% p=2 i} m22,v—13J4X—^-8 
定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(S5) (a,b,c,d | a" = p" = c» = d? = l[a,b] = c 

" [d,a] = [d, 5] = 1), RThoH neiEE ga 时 m 之 2; 

(S6) {a,be,d | a» = P" = =d = l, la, b] = e,[c,a] = a”, [eb] = 


iea = d,[e b] = 


6.3 初等 交换 p 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 . 167 - 


d, [d,a] = [d, b] = 1), # F n>m, n23 Ež p=2 t} mz 
(S7) (a,b,c,d,e | aP" = w^ TooToo od cde ue 
[d,a] = |d, 6] = [e,a] = [e,b]] = 1), AP n>m, n23 LE% p=2 mz 


(T1) (a,b,c | a pel 1,c? = b?,[a, 5| — e, fea) = a? " [e 6] = C2), 其 中 
包 之 或 

(T2) (a,b,c | a? = bt = 1,2 = a? ,[a,b] = c,[c, a] = b, [eb] = c?), 其 中 
M 次 二 

(T3) (a,b,c,d | a^ = b = d? = 1, = a? ,[a,b] = c,[c,a] = d, [c,b] = 


c^, [d,a] = [d,b] = 1), $P n 2 3; 

(T4) (a,b,c | a?" — b* = c* = 1, [a,b] = c, [c, a] = b?, [cd = e), RP n23; 

(T5) (a,b,c,d | a?" = bt = d? = 1,c? = &?, [a,b] = c, [c, a] = d, [c, b] = c?, [d, a] = 
|d, b] = 1), $FP n2 3; 
(T6) (a,b,c | a? ^ =b? = c* = 1, [a,b] = c, [c, a] = a?” ,[e,b] = c), 其 中 n>3 
(TT) (a,b, c,d | à?" = F — c* — d? — Lla =m e, [e, a] — d, le, 9] — c?, lda = 
[d,b] = 1), SF n2 3; 
(U1) (a,b,c | a?" ^. = pP 
n>m 2 EE 

(U2) (a,b,c | a" = "^ = 1, [a,b] = c, [ca] = b"?" ,[e, b] = c7? — a"), 其 
P n>m > 2, s eF, p=] 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 


m--1 


= I, [a,b] = c, [c, a] = a?” , [c, b] = c? = bt"), 其 中 


(U3) {a,b,c,d | a" = P” = d? = 1,[a,b] = c,[c, = d [c b] = c? = 
a*P" [da] = [d, 6] = 1), en a 2,2 Pr 
(U4) (a,b, c | a" = "** = c*' = 1,[a,b] = c, [c,a] = "?" , [c,b] = cP), 其 中 


n»mz2,vt13XA3—^ 1 RHR p 的 平方 非 剩余 ; 

(U5) (a,b,c,d | aP” = 5?" ** = d? = 1, [a,b] = c, [c,a] = d, [c,b] = c"? = P"), X 
Tn»mz22; 

(U6) (a,b,c | a" 三 Nm 一 ip 三 1, [a,b] = c,[c, a] = ap ,[c,b] = cP}, 其 中 
n> m2 2 

(U7) (a,b,c,d | a” = bP” = c" — d» = 1,[a,b] = c,[c,a] = d, [c,b] = 
€ ?, id, a] = [d;b] = 1», AF n > mz 2 


m-4-1 


(V1) (a,b, c | ap"” = 加 = 1, [a,b] = c, le, a] = o0P = bsp”, [c, b] — a "P" ctvp). 
其 中 n > m > 2, Vv = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , s € Fh, t = 
D. e p-1 

1 3 j 2 》 


(V2) (a,b, c | a" = w" = 1, [a,b] = c, [c, a] = c? = t*?" [cl= "m 其 
中 n> m 之 2,v = 工 或 者 是 一 个 国定 的 楼 了 的 平方 非 剩余 ,二 0,1 P 
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(V3) (a,b,c | a^ = "^ 
n >m > 2, sE Fy 

(V4) (a,b,c,d | a?" = w" = d? = 1,[a,b] = c, [c,a] = c? = a?" ,[c, b] = 
d, [d, a] = (d, b] 2 1), XP n>m 2 

(V5) (a,b,c | aP” = bP™™ = è = 1, [a,b] = c, [c,a] = œ, [c, b] = bP” c*P), 其 中 
n>m 22, s€ Fy 

(V6) (a,b,c,d | aP” =b" = d? = 1, [a,b] = c, [ca] = œ = bP" [cb] = 
d, [d,a] = [d, b] = 1), Æ P n >m 2, s€ F}; 

(V7) (a,b,c,d | aP” = bP™ = c^ = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = c?, [c, ] = d, [d, a] = 
[d,b] 21, $p n» m22. ; 

证 明 ”以 下 分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 n=m. | 

此 时 , 34 p—2Hf,m22. E p=n=m=2, M |G| — 27. 由 27 阶 群 的 群 表 
可 得 群 (N1) 一 (N16). # p=3 Hmn- m — 1, lll |G| 2 35. 由 35 阶 群 的 群 表 可 得 
(01) 一 (07). 以 下 假设 : 34 p=3 时 ,n>1, 当 p=2 时 ,n>2. 

子 情形 1.1 $(G)-m1. 

此 时 , v(G) = (0,0). X G A G 为 满足 条 件 的 两 个 群 ， 由 定理 6.3.11 和 定 


理 6.3.13 "Al, G S G 当 且 仅 当 存在 域 F, 上 的 可 逆 和 矩阵 Y = | "^ “2 | 使 
y21 Y22 


w(G) = Yw(G)Y* 成 立 . Bl w(G) 和 w(G) 互 为 合同 矩阵 . 由 定理 3.2.3 一 定理 3.2.5 
可 得 群 (P1)—(P10). 

子 情形 1.2 ”更 (G') #1. 

din-mc-1lH p> 3, M [a,b] = [a,b]? = 1. 此 时 (G^) = 1, 矛盾 . 因此 
n 2 2. 因为 v(G) = (wai, w32)* # (0,0)*, 所 以 存在 wai, waz 使 | S S ) 为 可 


Wa2 32 


一 1, [a,b] = c, [ca] = c? = a?" , [c, b] - b*P^), 其 中 


42 W32 
设 G 和 G 为 满足 条 件 的 两 个 群 且 v(G) = v(G) = (0,1). 由 定理 6.3.11 和 定 
理 6.3.13 可 知 , G  G 当 且 仅 当 存在 域 FE， 上 的 可 逆 矩 阵 Y= | ga ”| 满足 


y21 1 
w(G) = Yw(G)Y'. 选择 适当 的 zzi( 即 用 合适 的 初等 行 变换 ), w(G) 可 以 被 化 简 为 
以 下 五 种 类 型 : 
(a) ( VIE SA ) 其 中 wii #0; 


0 122 


-1 
逆 矩 阵 . 取 Y = | TW UM . 则 Yv(G) = | 
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(b) | diis. EL wi2 Æ 0; 


—u12 1U22 


c) | 0 wa ) e wi2 X 0 H. wz # —una; 


w21 0 


1021 0 


0 0 
(e) | ) 
0  w22 
以 下 可 设 w(G) 和 w(G) 均 为 以 上 五 种 类 型 之 一 . 易 知 以 下 事实 : 


(i) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 
(i) G = G 当 且 仅 当 存在 域 Ff, 上 的 可 逆 矩 阵 Y = diag(ya,1) 满足 w(G) = 
Yw(G)Y. 由 表 6.6 可 得 群 (Q1) 一 (Q8). 


(d) ( à SES w21 天 0; 


表 6.6 FIRK 1.2 中 对 w(G) 的 化 简 


特征 矩阵 w(G) yi1 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 注 
(a) ET V wizz! w22 天 0 时 为 (Q1) § = Way 
w11 = vz? 0 22 w22 = 0 时 为 (Q2) t= w12z2^! 
(b v; | e (Q3) 
T w22 
T e" 0 1 wa AOH (QD ulu 
z2 w21wj3 0 w21 = 0 时 为 (Q5) 3172 
" 0 0 
(a) u ms (Q6) 
(e) i 0 0 w22 天 0 时 为 (Q7) — 
0 w22 w22 = 0 时 为 (Q8) B 
情形 2 n>m. 


若 p=n=2 且 m=1, 则 |G|=25. 由 29 阶 群 的 群 表 可 得 群 (R1) 一 (R7). 以 
下 假设 : 当 p =2 时 , n > 3. 

子 情形 2.1 9$(G)-1. 

由 定理 6.3.13 可 知 , 当 p — 2 Hf m 2 2. X G 和 G 是 满足 条 件 的 两 个 
群 ， 由 定理 6.3.11 一 定理 6.3.13 可 得 , G 兰 G 当 且 仅 当 存在 域 Fp ERITYE RE 
Y = ( - n ) 和 Yi = ( diio 满足 w(G) = Yyvw(G)Y*. 


y22 21 322 


注意 到 五 = |» °’ )( E jJ 以 及 Yt 也 有 类 似 的 表示 . 我 们 可 
0 y UV» yn 1 


以 用 以 下 三 种 变换 去 简化 w(G). 
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AER LEY = . ， 和 了 = Eo, 其 中 E, 为 单位 矩阵 ， 则 wG) = 


21 
Yiw(G). 这 个 变换 实际 上 是 把 w(G) 的 第 一 行 的 ya 倍加 到 第 二 行 . 
变换 II: W Y = Y = diag(yii, y22). W w(G) 2 Yw(G)Y. 


变换 II: W Y, = EQ Y = , " . 则 w(G) = w(G)Y?. 这 个 变换 实际 


上 是 把 w(G) 的 第 二 列 的 yi 倍加 到 第 一 列 . 
利用 变换 1 和 变换 II 可 以 将 w(G) 化 简 为 每 行 每 列 至 多 有 一 个 非 零 元 的 算 
阵 . 即 以 下 几 种 类 型 : (其 中 wi; 去 0,Vi,j, 易 知 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ) 


0 w2 ui 0 wi; 0 0 0 
e a ) »( — ) of à H o "" ) 
0 0 0 w2 0 0 
es |) 9 (1 i ) (4 |) 


通过 选择 适当 的 Y= = diag(y11,y2z2), w(G) 可 以 进一步 化 简 为 : 
es 其 oa #0 


1091 0 
ZI : e ofo MILL: 
个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 : 


0 0 0 1 (90 0 

e( 5 So 3I 4 

34 w(G) 为 (a) 型 矩阵 时 ,，G 为 群 (SI) 其 中 s = —wgl. ?5 w(G) 分 别 为 
(b)—(g^) WHERE, G 分 别 为 群 (S2) 一 (S7). 

子 情形 2.2 &(G') #1. 

子 情形 2.2.1 m=1. 

若 p>2 且 m=1, 则 cr = [a,b]? = [a,b7] = 1. HERF (G^) = 1, FA. 因此 
p—2. 由 定理 6.3.13 可 得 , v(G) = (1,0)! 以 及 G = G 当 且 仅 当 存在 域 F, 上 的 可 
逆 和 矩阵 Y = ( s " 和 Yi = ( . ， | 满足 w(G)-Yiw(G)Y'. 与 子 情形 

21 
2.1 类 似 , w(G) 可 以 被 简化 为 


0 1 1 0 1 0 0 0 
o(* 1) e(t) e(1*) o(2?) 
0 0 0 1 0 0 
e |) ofo 4! e (4 i 


因此 我 们 得 到 群 (T1)—(T7). 
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子 情形 2.22 m22. 
者 waz 关 0, 取 Y= | av 则 有 Yv(G) = | ) Xi w3 = 0, 则 
0 wy $ 
=f 
wai #0. HER, W Y = | ， 则 Yv(G) = ， 由 定理 6.3.11 ME 
理 6.3.13, 分 别 满足 v(G) = (1,0)* 和 w(G) = (0,1)* 的 两 个 群 互 不 同 构 . 
子 情形 2.2.2.4  v(G) = (1,0)t. 
计算 可 得 ， i " G5)" La] 当 且 仅 当 yii — 1. 3X GA GAW 
22 
足 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 6.3.11 和 定理 6.3.13 7 pg G-eG?BAXUMrcX F, E 
mem v - ( ， "an= l ELTE Yiw(G)Y'*. 
0 ya2 yz1 2 
通过 选择 适当 的 yoi 和 yi2z( 即 用 适当 的 初等 行 变换 和 初等 列 变换 ), w(G) 可 
以 被 简化 为 每 行 以 及 每 列 至 多 有 一 个 非 零 元 的 和 矩阵， 以 下 可 设 w(G) = (wi) 和 
w(G) = (D) 为 这 样 的 矩阵 . 容易 验证 以 下 事实 : OE GSG, Jl] oy #0 25 BLÁX 
当 wij #0, Vij; © G S G 当 且 仅 当 存在 域 Fr 上 的 可 逆 和 矩阵 Y = diag(1, y2) W 
Æ w(G) = Yw(G)Y. 


者 ww(G) = | ) 其 中 wow, 0, RY = diag(1, wj -— 可 得 w(G) = 


1291 0 
Yw(G)Y — d adi ,) 因此 得 到 群 (U1), 其 中 s = -wz W12. 容易 验证 不 同 
w91w1, 0 
的 s 给 出 互 不 同 构 的 群 . 


& w(G)|- ^ js s. ) 其 中 wiwa #0, W Y = diag(1,yo2) 可 得 w(G) = 


Yw(Gys| " ^? Aoc) eaa ( o BE TPET. 


0 2212 
者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 从 而 可 得 群 (U2), 其 中 s = —wi. 容易 验证 
不 同 的 s 或 者 v 给 出 互 不 同 构 的 群 . 
若 w(G) TÆ, 则 w(G) 为 上 面 两 种 类 型 . £ w(G) 的 秩 为 1, M w(G) 为 以 下 


四 种 类 型 : 
wi 0 0 0 0 0 0 w2 
e(t?) e(? 2) e(2 2) e(t) 
E w(G) 可 道 的 情形 类 似 的 讨论 分 别 得 到 群 (U3)—(U6). € w(G) = 0, G 为 群 
(U7). 


子 情形 2.2.2.2 wv(G) = (0,1)*. 
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A G 为 满足 条 件 的 两 个 群 a 6.3.11 和 定理 6.3.13 n] fd, G S G 当 且 仅 当 存在 

5 Fp bEfnpu Be Y = | P HY = | "" 满足 w(G) = Yaw(G)Y. 
选择 合适 的 yi( 即 用 适当 的 初等 行 变 换 ), w(G) 可 以 被 化 简 为 以 下 四 种 情形 : 
(a) | —— ) 其 中 own #0; (b) | T Ea ) 其 中 wis 7 0; 


0 wz wz 0 


e( diis ) ef en #0 e( i ) 
Uo] 22 0 w22 i 
下 面 可 设 w(G) = (wi;) 和 w(G) = (04) 为 以 上 四 种 类 型 之 一 . 容易 验证 以 下 


事实 : 

(i) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 

(i) GsG 当 且 仅 当 存在 域 Fr 上 的 可 逆 矩 阵 Y = diag(yii 1) 满足 w(G) = 
Yw(G)Y. 


计算 可 得 ， lr «JIMIM 34H45 y 20H yn =1. RG 


由 表 6.7 得 群 (V1) 一 (V7). | 口 
表 6.7 子 情形 2.2.2.1 中 对 w(G) 的 化 简 
特征 矩阵 w(G) yii 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 注 
uM" A v w227! w22 关 0 时 为 (V1) s = (w22)-! 
(a) 其 中 wi = vz z ( D as w22 = 0 时 为 (V2) T 
(b) ut 0 1 w21 关 0 时 为 (V3) t5 -w3 w12 
za 1212 0 w21 = 0 时 为 (V4) 
(c) 一 ww 了 (V5) S = — W22 
—l  w22 
(d) 0 0 ) w22 # 0 时 为 (V6) s = wj 
0 122 w22 = 0 时 为 (V7) 


6.3.2 p? 阶 初等 交换 群 被 内 交换 p 群 的 扩张 


本 节 的 目标 是 决定 p 阶 初等 交换 群 N 被 内 交换 p 群 的 扩张 . 确切 地 说 , V 满 
&:N«Z(G)nG H N S C3, G/N 为 内 交换 p 群 . 首先 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.3.15 HAR p 群 G 中 存在 正规 子 群 N 满足: N < Z(G)nG' HE 
N S C$, G/N 为 内 交换 p 群 . 则 

(1) N = €(G"')G3; 

(2) G/N 为 非 亚 循环 的 内 交换 pp 群 ; 

(3) Gs = C7, G' = Cj: x Cp x Cy. 
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证 明 — (1) 由 定理 1.7.7 知 |(G/N)'|— p. 从 而 &€(G')Gs € N. X. (G/9(G")G3) | 
=p, 故 e(G')G4 为 G' 的 极 大 子 群 . 因为 N < G', WYA N = 9(G")Gs. 

(2) Æ G/N WHA, 由 定理 2.5.3 可 知 G 亚 循环 , 从 而 C 循环 . 这 与 N < G' 
非 循环 矛盾 . 

(3) 显然 d(G) = 2. 设 G = (a,b) 其 中 [a,b] = c. 由 命题 1.1.5 知 G' = (c, Gs) 
和 Gs = ([c,a], [c b]). 从 而 B(G')Gs = (œ, [c.a]; [e b]). 最 后 由 ®B(G')Gs = C3 可 知 
结论 成 立 . 口 

由 定理 6.3.15, 可 设 G/9(G')G4 兰 M,(n,m,1), FP n > m H?4 p = 2 时， 
n > 1. 进一步 地 设 


G/9(G')Gs = (a,b,c| a" 三 —c = 1, [ā,b] = c, [c, a] = [b, c] = 1). 


不 访 设 G = (a,b, c) 其 中 [a,b] = c B. c X p? 阶 元 . 计算 可 得 [o 如 ] = er[e, 8] (3) v 1. 
从 而 b? g Z(G). 这 说 明 m 2 2. 

W x= [b,cj,y = [ca]. 则 Ga = (z, 人 办 .因为 az € e(G')Gs, 所 以 可 设 a” = 
zwniywi2cwisp. 同 理 可 设 如 ”= ziywaacw2sp. 从 而 得 到 了 一 个 F, EH 2x2 4ER 


u O ] 和 一 个 列 向 量 v(G)= | OS | 注意 w(G) 和 v(G) 是 随 
w21  w22 wa 


生成 元 a,b 的 选择 而 变化 的 . 我 们 称 w(G) 为 G 的 与 生成 元 a, b 对 应 的 特征 矩阵 
(简称 特征 矩阵 ), v(G) 为 G 的 与 生成 元 a, b 对 应 的 特征 向 量 (简称 特征 向 量 )， 
定理 6.3.16 设 G 和 G 是 满足 以 下 条 件 的 两 个 有 限 p 群 : 9(6)G34 兰 C3 且 
G/$(G')Gs & Mp(n,m,1), K'Pn2m22H5Zp-—-28n23. RM GSG 当 且 
SAAR F, LATHER Y = ( Yı y12 "m yi yop" ™ ) 


yap" " gya2 y21 y22 
满足 w(G) 3 Yiw(G)Y' fe v(G) = Yav(G). 
WEBB W w(G), v(G), w(G) M v(G) 分 别 是 对 应 于 生成 元 a,b 和 a,b 的 特征 
FEREARE [5] 3, 8 是 从 G 到 G 的 同 构 映 射 . 不 妨 设 


i! = a^ Vc? (mod (6)69) 


w(G) = 


b? = az21P “br2acz23 (mod $(G")G;). 


HX = | e a N | 为 域 F 上 的 可 逆 矩 阵 . 计算 可 得 


121p" "^ T22 
c? = [a,b]? = [a?, 09] = [a71 be, azzp " pz22] = clX| (mod $(G^)G3). 


因此 


P= 区 ci? - [b? , c?] ux [az*zzP "r2, clX!] - gl X12224,-|XIzaip" 
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j^ -一 加 a] -一 [c?, a?] 一 [e!*! go 121 一 g-VXIrialXIzii 


因为 zu gng = ar” A (aP" y - (azilbz12Cz13)P” = azllp penr” 所 以 有 


Xr —|X|zo91p"^ ^ w w 
(011, D12) | | 22 | | 21P me (211, 212p") 11 12 (6.42) 
-|X |z12 IX |zi1 121 W22 


和 


w 

|X [i3 = (x11, 212p" 7) | i (6.43) 
w23 

因为 z22100226023? — 加 ”和 (br™ y? = (az21P” ™ pra2q723)P" — arap” bz22p”， 所 以 有 


AX ese P y nm 
(1021, W22) | EM Hiep = (T21, T22) | ndis j (6.44) 


—-|X |12 IX |z11 w21 22 


w 
X loas = (enn) ( 5 ) (6.45) 
w23 
由 等 式 (6.42) 和 (6.44) 可 得 | 
x] Q1 12 222 —r231p" M [nu Tiap” ™ Wil w12 
W21 W22 —g12 T11 T21 T22 W21 22 
(6.46) 
X| bid [7n Sap w13 l (6.47) 
1D23 021 122 W23 
n—m 
d y Xxx = yii y12 A Y, = yu yip .在 等 式 (6.46) 
2 y21 y22 
两 边 右 乘 Y! 可 得 


( Wi 12 ) - Y; | wii Wi2 j (6.48) 
W21 W22 w21 W22 | 
此 时 , 等 式 (6.47) 可 写 为 
v(G) = Yiv(G). (6.49) 
另 一 方面 , 若 存在 域 Fp 上 的 可 逆 和 矩阵 了 = | ; 2^ " 满足 等 式 (6.48) 
21 22 


I231p" " T22 


fI (6.49), $ X « |Y|-1Y = | illias ) 则 易 证 映射 


-5 £11 hT12 E z£21p" ™ pr22 
0 : âm abe, boa™? p 
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是 从 G 到 G 的 同 构 映射 . 

定理 6.3.17 设 G A pæ, B(G')Gs 衬 C53, 9(G")Gs < Z(G) E G/9(G^)Gs 
Mp(n,m,1), 其 中 nn 之 m 之 2. 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(A1) labad e | at = U ml t Mli Mli Ml 1,[a,5] — e [ea] = 
e, [d, a] = [d, b] = [e; al = [e, b = Ls | 

(A2) (a, bigd | a9 = bt = c* = d? = 1, la; bE e, [e, a] = d,[c; b] = a*, [d; a] = 
|d, b) = 1); 

(A3) (a, be d | a? = F = E ud? 
|d, b] = 1); 

(A4) la, be, d | a! = b* = c* 2 d? [l 1, [a,b] — c, [c, a] = d, [e, b] — a*d, [d, a] = 
|d, b] = 1); 

(A5) abad | d? = P — e — d* — 1,a* — b* [a,b] — e,[e,a| — at, Ie, 8| — 
d.d, dl cs DL s 1 

(A6) (a b.c, d, e |a? =b = c6 — d? —6* —1,a* — 5b*— c5. [a, 9| — c, [c; a] = 
d, |c, b] = e}; 

(AT) (a,b, c | af =f = c* — kefa 5| — e, [e, a] = 5*5, [c 5] = ath 

(A8) (n, b,c,d | a = B = c = d? = 1,6* — c, |o, | — «e [c;a] = d, fe 0] = 
a*, |d, ni aita | 

A9) (a,b | aè Dras " dA inis inn li e iri 


R oO 


1, [a,b] = c, [c, a] = at, [e, b] = d, [d, a] = 


( 
[ = |d, b] = 1); 
(A18) (a,b, 6 | a9 — b5 — &* = 1, lab] = & [e, 0] = ate, le, b] = b*e*y; 
(A14) (a,b, c | a9 = p — c* = 1, [a,b] = c, [c; a] — Ve [c b] — a*c?); 
(A15) (a,b, c | a9 = 0 = c* = 1, [o; b] = c, le; a] = ab^, le; b] = atc? 

(B1) (a,b,c | a" = pP" = c = 1, [a,b] = c,[c, a] = a?" ,[c, 6] = b^), 其 中 
p»2,nz2; 

(B2) (a,b,c | a" = p?" = c*' = 1, [a,b] = c, [c, a] = aP” b?" (e, b] = bP^), 其 
Tp»22,on22,v—1 A3 —^ HB E 813€ p 的 平方 非 剩 余 ; 

(B3) (a,b, c | a?" =b" = c — 1, [a,b] = c, [c, a] = 0?” , [c,b] =a"), 其 中 
p»2,n22,v—1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

E elt ae ine he ee 
a9 Ww) X*p»22,n22,7—1,2,-,p-2; 
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(B5) (a,b,c | a?" =b" = ct = 1, [a,b] = c, |c, a] = b?” , [c,b] = a? ), 其 中 
PEES 

(B6) (a,b,c | a^ =b?" = c4 = 1, [a,b] = c, [c,a] = a?” ,[e,b] = b), 其 中 
n2 3 

(B7) (a,b,c | a? =b" = ct = 1, [a,b] = c, [e, a] = a?" b?” ,[c, b] = a? ), 其 中 
n a: 

(B8) (a,b,c,d | a" = p" = ce = d? = 1, [a,b] = c,[c,a] = a" ,[c, b] = 
d, [d,a] = [d, b] 21), $P n22 A% p=2 H} m2 3; 

(B9) (a,b,c,d | aP” = P" = c = qd? = 1, jab] = c,[c,a] = b"? ,[c,b] = 
d, [d,a] = [d, b] = 1), $F n > 2, $ p=2 n2, v=1 或 者 是 一 介 固 定 的 模 p 
的 平方 非 剩 余 ; 

(B10) (a,b,c,d,e | a" = bP" = P = 如 = 1a, b] = "^ al = d, l6 b] = 
z aal = 14,2 = Jes] = = 1h T 22 pe BH nz | 

(C1) (a,b,c | a" = "t = è = 1,[a,b] = cfc a| = HP [c, b] = 
q-"P bstvp"c-3tp) Y n22H3X54p—-28n23,v—1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 
的 平方 非 剩余 , sE FP, t=0,1,… E 

(C2) (a,b,c,d | ar” = p^" = dP = 1, = W" [a,b] = c,[c,a] = d, [cb] = 
auer bv ng. a| 2 [d,b]] 21), Xt" n22.R3 p—2 s 3, v—1 或 者 是 一 个 固 
RH p HAAS ELO » 

(C3) (a,b, c | ar mr ug u1 , [a,b] = c, [c, a] = a?" , |c, b] = a°?” bP” c7), 
$F n22 8A% p=2 m n3, ee Fpi 

(C4) (a,b,c | a" * = w"** = o? = 1, [a,b] = c, [e,a] = aP” [c, b] = bp"c-sp), 其 


P? n22 且 当 p= dion 3,5—2,8,,——; 


(C5) (a, b, c, d | ag" ly = dP = 1, P = bP de = c [ea] = a**, [e b] = 
d, [d,a] = [b] 21), AP n22 E% p=2 H} nè 
(C6) (a,b,c,d | az = 名” 三 本 三 加 三 1.la, k = lesa = d lep — 


b" cP, [d,a] = [d, b] = 1), $F n22 R5 p=2 tn 

(C7) (a,b,c,d | aP" = pP" = c» = d? = 1, fa, b] = c, ia a] = bs?  c-*P, [c, b] = 
d, [d,a] = |d, b] = 1), $F n22. R35 p=2 ura 3,5 € P5; 

(C8) (a,b,c,d,e | a" =b” = œ = moz Deb - aj = 
d, [c, b] = e, [d, a] — [d, b] = fe, a] = fe, ini ees 2H35p-2HB nz 

(D1)(a,b,c|aP" " 2p" lg = 1, [a b] = c, [c, a] = a?” , [c, b] = b?" « 其 中 
n»mz2,s€F, 

(D2) (a,b,c | a" ^ = bP 


m+ P zs jr [a, b — c, [c, a] - pA". Je, b| -— qa "29^, 
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APF n»mz22,5n,v9—1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p HAZIERA: 

(D3) (a,b,cd|ar™ =b =c = œ = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c,b] = ap， 
d, a] =|d, b] - 1), 其 中 n2»mz2,v-l 或 者 是 一 个 固 定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(D4) (a,b,c,d | a" = bP™™ = c — d? — 1, [a,b] = c, [c, a] = b"?" , (c, b] = d, 
[d,a] = [d, b] = 1), $F n 2 m22,v —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(D5) (a,b,c,d | a?" = p" = c* = d? = 1,[a,b] = c, [c,a] = d,[c,t] = 
b?" [d,a] = [d, b] = 1), 其 中 n>m>2: 

(D6) (a,b,c,d | aT nop" Log = 加 = 1, [a,b] = c, [c,a] = a?” ,[c, b] = 
d, [d;a] = [d,b] 2 1), n» m22; 

(D7) (a,b,c,d,e | aP” = pP" = c?" = d? = e? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c,b] = e, 
[d,a] = [d, b] = [e,a] = [e, b] = 1), AP n >m È 2; 

(E1) (a,b,c | a?" = = e = 1, [a,b] = c, [c, b] = a7?" bstv»" esp, fe, a) = 
bYP"), 其 中 n > m 之 2, Vv = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 六 的 平方 非 剩余 ，8 E Fr, 
i—0,1,: BL 

(E2) (a,b, c, d | a" og dr = 1,0 = a?" b-*"»" [a,b] = c,[c,a] = 
b"?" [c,b] = d, [d,a] = |d, b] = 1), $P n> mz2z2,v—1 或 者 是 一 个 国定 的 模 的 
RASA t==0,1,… PL 

(E3) la, b,c | a" = pp" 
P n>m 2s eF; 

(E4) (a,b,c,d | a" 一 bm = P =l 1, [a,b] — c, [c, a] = a" cer, je, b] = 
d, |d, a] = [d,b] = 1), 其 中 n> m22; 

(E5) (ayb, c,d | aP™™ = p?" ^ = dP = 1,c? = a?" bs [a,b] = c, [c,a] = d, [c, b] = 
b?" [d,a] i —1,XTn»m22,scE, 

(E6) (a,b,c,d | a" = P” = c = d? = 1,[a,b] = c,[c,a] = d, [c,b] = 
ar-sp c9? d, a] = [d,b] = 1), &' n» mz22,sc F2; 

(E7) (a,b,c,d,e | a" = P” = P = e = 1,2 = ap [a,b] = c, [c,a] = 
d, [c, b] = e, [d, a] = [dd] = [e,a] = [eb] 2 1), KPFP n» m22; 

(F1) (a,b, c | ap = p = d = 1, [a,b] = c, [c a] = aP”, |e, b] = b*9" c-sP), 
XTn2»m22,s€F, 

(F2) (a,b, c | ap" = pt ug uj, [a,b] = c, [c, a] = b*9" c^*?, [c, b] = a7"), 
AXPn»m22,s€F5v—1lS3AAX—A4 B8 XS p 3E; 

(F3) (a,b, c, d | a" =b™ = dP = 1,c? = bP”, [a,b] = c, [c, a] = d, [cb] = 
a^", [d,a] = [db] = 1, $F n» m22,v 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 
剩余 ; 


— P =j, Ía, b] = ©, [c, al = aP e^, [c; b 一 p", 其 


ma4-1 
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(F4) (a,b,c,d | aP” = pP" =c = dP = 1, fa, b| = c lga] = bP eP jet] = 
d, [d, a] = |d, b] 2 1), P n >m è 2, s e F7; 

(F5) (a,b,c,d | a" = P" = c = d? = 1,[a,b] = c,[c,a] = d, [c,b] = 
b?" c-?,[d,a] = |d, b] = 1), 其 中 n>m>2: 

(F6) (a,b,c,d | ap” Ly" = d = 1, P = b?" [a,b] = c,[c,a] = a?" ,[c, b] = 
d, [d,a] = [d, b] = 1), X n» m22; 

(F7) (a,b,c,d,e | a" = = P = @ = 1,c = b?" [a,b] = c,[c, a] = 
d, [c, b] = e, [d, a] = [d, b] = [e a] = [e,b] = 1), XP n> m22. 

证 明 ”分 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 n=m. | 

di p=n=m=2, M] |G| = 28. 由 25 阶 群 的 群 表 可 得 (A1) 一 (A15). 以 下 假设 
当 yp 三 2 时 ,n> 2 

子 情形 1.1 w(G) = (0,0)t. 

设 G 和 G 为 满足 题 设 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 6.3.16 WA, G S G 当 且 仅 当 
存在 域 F 上 的 可 逆 矩 阵 了 = | "*."? | 使 得 wG) = Yw(G)Yt. 即 w(G) 和 


y21  y22 
w(G) 合同 . 由 定理 3.2.3 一 定理 3.2.5 可 得 群 (B1)—(B10). 
子 情形 1.2 v(G) # (0,0)t. 
此 时 , 存在 wi, wo, 使 得 ( T uu AJRIXSABEE. 令 Y; = | ) ; 
W24 W23 w24 23 
w yiwa) - [ ° 
设 G 和 C 为 满足 题 设 条 件 的 两 个 群 并 且 都 有 v(G) = v(G) = (0,1). HE 


理 6.3.16 可 知 , G = G 当 且 仅 当 存 在 域 F， 上 的 可 道 矩阵 立 = | 六 ， 满足 
221 


w(G) = Yw(G)Y*. 因此 w(G) 能 够 简化 为 表 6.8 中 列 出 的 六 种 类 型 . 对 应 的 群 G 
分 别 为 (C1) 一 (C8). (不 同 的 类 型 给 出 的 群 互 不 同 构 .) 

情形 2 n>m. 

子 情形 2.1  v(G) = (0,0)t. 

设 G 和 G 为 满足 条 件 的 两 个 群 。 由 定理 6.3.16 TA, G 兰 G CA EAE 


ER F 上 的 可 逆 矩 阵 Y = | p Mia 满足 w(G) = Yiw(G)Y', 其 中 Y; = 


22 
y 0 
U21  y22 
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表 6.8 FIEKE 1.2 中 对 w(G) 的 化 简 


子 情形 Y 特征 矩阵 w(G) 群 注 
w11 = vz? imn JH | v wiz ) wh, OMA (CI) s-(w5)' 
y21 三 —VU,,; W21 0 wy WU, = 0 时 为 (C2) t= wia 
wil = 0, w12 # 0 yn = wig | 0 1 (C3) 
w21 = 一 他] y21 — 0 —l w22 
wii = 0, w12 x 0 Vy11 = wig ( 0 1 | WU» 天 0 时 为 (C4) s= —(w5,)^! 
wz X —wi2 yai(wi2- w21) =—w22 \ wa 0 wg = 0 时 为 (C5) 
wii = w12 — 0 Yi 三 -wz 0 0 (C6) 
w21 z 0 y21 — —w3; W22 =} 0 
wil = w12 —0 0 0 w22 Æ 0 时 为 (C7) acc wya 
w1 = 0 0 w22 122 = 0 时 为 (C8) 


与 定理 6.3.14 中 的 子 情 形 2.1 类 似 , w(G) 可 以 被 化 简 为 每 行 每 列 至 多 有 一 个 
非 零 元 的 矩阵 , 即 以 下 几 种 类 型 : (其 中 wij 天 0, Vi, 7) 


0 w2 ui 0 | wi 0 0 0 
es ^ ) »( B 30x ) e( " s) of "" ) 
0 0 0 2 0 0 
e( | o à ) ol 时 | 


容易 验证 以 下 事实 : 

(1) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 

(ii) G & G 当 且 仅 当 存在 Y = diaglyn, y22) 满足 w(G) = Yw(G)Y. 
从 而 w(G) 可 以 进一步 被 简化 为 


(a^) | n ) 其 中 wa z 0; 


; v1 Q0 FT v 0 
v (^ kofro) 


(d^) | 其 中 vi,vo,v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 


~n[{ 9 9 0 1X [0 0 
e(* og Fol 4! 
当 w(G) 为 (a) 型 矩阵 时 , G 对 应 群 (D1) 其 中 s = —wg. ?4 w(G) 分 别 为 
(b^)-(g^) 型 矩阵 时 , G 分 别 对 应 群 (D2) 一 (D7). 
子 情形 2.2 v(G) (0,0)*. 


=i 
Fusto my ( M^» s Jus = (1) oco 
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w £0. Ų Yi = | , b . 则 Yav(G) = | ， 由 定理 6.3.16 可 知 v(G) 分 
23 
别 为 (10) 和 (0, 1)* 时 对 应 的 群 互 不 同 构 . 
子 情形 2.2.1 w(G) = (1,0)t. 
计算 可 得 ， | dis | ) - | | "B ys =0 且 wi =1. XG 
yai Y22 0 0 
和 G 为 满足 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 6.3.16 可 知 , GS G 当 且 仅 当 存在 域 F, 上 的 可 
MERE y, = | iiu 和 Y= ( Mi ) 使 得 w(G) = Yyw(G)Y'*. 
0 gy2 0 yo 
选择 合适 的 yi2( 即 用 适当 的 初等 列 变换 ), wG) 可 以 被 化 简 为 以 天 四 种 情形 


(a) en sin ) 其 中 ws # 0; (b) ( 0 wz ) 其 中 wi Æ 0; 


0 wz wz 0 
ui; 0 uj; 0 
(c) ; 其 中 wa 7 0; (d) 
W21 0 0 0 


下 面 我 们 可 设 wG) = (w;) 和 w(G) = (wij) 为 以 上 四 种 类 型 之 一 . 容易 验证 
以 下 事实 : 

(i) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 

(ii) G = G 当 且 仅 当 存在 域 F, 上 的 可 逆 和 矩阵 Y = diag(1,y2) 满足 w(G) = 
Yw(G)Y. 由 表 6.9 可 得 群 (E1)—(E7). 


表 6.9 子 情形 2.2.1 中 对 w(G) 的 化 简 


RERE w(G) y22 特征 矩阵 w(G) 对 应 的 群 注 
(a) 其 中 wii Wi2z ! wi Æ 0 时 为 (E1) s = (w) 
z 
w22 = vz? 0 V wii = 0 时 为 (E2) t= wizz! 
(b) m 0 1 w21 x 0 时 为 (E3) s = 一 册 wi2 
is w21wj,; 0 w21 = 0 时 为 (E4) 
(c) -wa ica ) (E5) s =w 
(d) w11 0 wii x 0 时 为 (E6) gum wi 
0 0 wi = 0 时 为 ( 卫 7) 


子 情形 2.2.2  v(G) = (0,1). 


计算 可 得 (四 à )J(1)- (1) stes s emm 
yaoi Y22 1 $ 


足 条 件 的 两 个 群 ， 由 定理 6.3.16 可 知 , G 兰 G 当 且 仅 当 存在 域 F。 上 的 可 道 和 矩阵 


Y | ) mv = | m. M 使 得 w(G) = Yyw(G)Y*. 
0 1 yz21 1 
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与 定理 6.3.14 中 的 子 情形 2.1 类 似 , w(G) 可 以 被 化 简 为 每 行 每 列 至 多 有 一 个 
非 零 元 的 矩阵. 即 以 下 几 种 类 型 (其 中 wi; 去 0, Vi, j): 


0 112 11 0 1011 0 0 0 
es : ) »( : " of 时 | e "I 
0 0 0 w2 .0 0 
e( o) o (1 J ofo o) 


容易 验证 以 下 事实 : 

(i) 不 同类 型 的 矩阵 给 出 的 群 互 不 同 构 ; 

(ii) G S G 当 且 仅 当 存在 Y = diag(yn,1) 满足 w(G) = Yw(G)Y. 
从 而 w(G) 可 以 进一步 被 简化 为 

(a) | ) e w21 X0; (b/ | EM ) 


wz 0 0 wz 


) 其 中 w 关 0,v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 


; 0 0 vr 0 0 
e mn 外 xnxoe( * ) 


0 1 "ZZ 
rofe 时 | 


di w(G) 为 (a^) WERE, 则 G AF (F1), 其 中 s = 一 wl. 若 w(G) 为 (b/) 型 
和 矩阵, 则 G 为 群 (F2), 其 中 s = —wz]. 26 w(G) X (c^) 型 矩阵 , 则 G 为 群 (F3). 若 
w(G) 为 (d) RERE, 则 G 为 群 (F4), 其 中 s = —wj. 当 w(G) 分 别 为 (e')-(g') 型 
ERER, G 分 别 为 群 (F5)—(F7). 口 
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第 6 章 介 绍 了 内 交换 p 群 的 中 心 扩 张 . 本 章 介 绍 内 交换 p 群 的 循环 扩张 . 由 于 
循环 扩张 比 中 心 扩张 要 复杂 , 所 以 本 章 仅 限于 决定 内 交换 p 群 的 p 次 循环 扩张 , 即 
决定 至 少 有 一 个 内 交换 极 大 子 群 的 有 限 p SE. 这 样 的 群 已 被 安立 坚 与 曲 海 鹏 等 的 
长 篇 系列 论文 [3], [6], [137], [139], [140] 完全 分 类 . 从 目标 上 看 , 本 章 的 内 容 是 循环 
扩张 . 从 方法 上 看 , 本 章 主要 用 到 的 还 是 中 心 扩 张 . 大 体 上 按照 内 交换 极 大 子 群 的 
个 数 来 分 别处 理 , 首先 处 理 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 的 情形 , 然后 处 理 有 且 只 有 
一 个 内 交换 极 大 子 群 的 情形 . 


7.1 人 至少 有 两 个 极 大 子 群 为 内 交换 的 p BE 


本 节 确 定 至 少 有 两 个 极 大 子 群 为 内 交换 p 群 的 有 限 p 群 . 首先 有 下 面 的 定理 . 

定理 7.1.1 设 有 限 p 群 G 至少 有 两 个 指数 p 的 内 交换 子 群 . 

(1) Æ d(G) — 3, A] #(G) < Z(G); 

(2) Æ d(G) = 2, 则 c(G) < 3, &(G")Gs < C2 E G/6(G")Gs 为 内 交换 p 群 . 

证 了 明 i ALB ONG 的 两 个 指数 为 p 的 极 大 子 群 . 若 d(G) = 3, 则 e(G) 在 
G 中 的 指数 为 p3. 从 而 (A) = 9(B) = 9(G). 由 定理 1.7.7 可 知 , (A4) = G(4) 且 
(B) = Z(B). 再 由 G= AB 可 知 (G) < Z(G). 从 而 (1) 成 立 . 

由 定理 1.7.7 可 知 , |A] = |B'| 2 p. & N = A'P'. WIN « Z(G) B. N « C2. 
者 d(G) = 2, 则 G/B(G')Gs 为 内 交换 p 3E. 此 时 A/e(G')Gs 和 B/9(G')Gs 均 为 
交换 群 . 从 而 A'« 9(G')G34 H B « 9(G^)Gs. 因此 N < 9(G^)Gs < G'. 特别 地 ， 
G/N 非 交 换 . 因为 G/N 至 少 有 两 个 交换 极 大 子 群 A/N 和 B/N, 所 以 由 引 理 1.7.1 
可 知 G/N 有 p1 个 交换 极 大 子 群 . 再 由 d(G) = 2 可 知 G/N 为 内 交换 p 群 . 从 
而 €(G')Gs = N, c(G) < 3 H. e(G")Gs < C2. 因此 (2) 成 立 . 口 


7.1.1 ”二 元 生成 且 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 的 p 群 


由 定理 7.1.1 (2) 可 知 , d$ G 二 元 生成 且 至 少 有 两 个 内 交换 的 极 大 子 群 , 则 G 
是 6.1 节 或 6.3 节 决 定 的 中 心 扩张 .利用 6.1 节 和 6.3 节 的 结果 , 即 从 定理 6.1.9. 5E 
理 6.1.16、 定 理 6.3.5、 定 理 6.3.9、 定 理 6.3.14 中 挑 出 满足 定理 7.1.2 条 件 的 群 , HII 
得 下 面 的 定理 , 细节 了 略 去 . 
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定理 7.1.2 设 G AAIR pæ, G 非 亚 循环 , d(G) = 2 且 G 至 少 有 两 个 指数 
为 p 的 内 交换 子 群 , 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(I) €(G")G3 S Cp. 

(1) 3* 阶 的 极 大 类 3 群 ; 

(2) (a, b, c | ap =b =P = 1, [a, 5] = c, [c,a] = 4, [cb] 2 a"), FF p> 3, v =1 
或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(3) lab cd | a = P = P = d? — 1 [ab] = e [ea] = d,[e, bl — 1,[d;a] — 
|d, b] = 1), p > 3; 

(4) (a,b,c | aP^ =b = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = aP, |c, b] = 1), p > 3; 

(5) (a, 0, ad |a = P = c? — d* —1,[a,b] = clea) = d, [e b] = a = [d; 5] — 
1); | 

(6) (à,5,e | a9 = 0? = c? = 1, [a,b] = c, lea] = a*, [e, 5| — 1y; 

(T) (a, b.e | a8 = c^ Lb = d*, [n D] E= e, e ai= D^, De, b] = T); 

(8) (a,b, 6d |a? =F e d — 1,[a, B] — 6, [6,0] — d, [5,5] — [da] — [d, 5] — 
1), n > 3; 

(9) (a,b,c | a2 =b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = a?” , [cb] = 1), n 2 3; 

(10) (abel a". =b =e = 1, lä, b] = 6 [e a] — 57, led] 21, 2 3; 

(11) (a,b, c | op” = bP = e 1 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = a”), $? p» 2, 
n»1,v—13JAX—^ B ZHR p 的 平方 非 剩 余 ; 

(12) (a, bic | a" pg 1, [a,b] = c, [c, a] = a?" ,[c,b] = 1), 其 中 p>2 且 
m> L 

(13) (a, byc | aP" = b?” = c? = 1, [a,b] = c,[c,a] = 1, [c,b] = b), 其 中 p>2 且 
m 1l; | 

(14) (a,b,c | aP” =b?" = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] =b?,[c,b] =1), 其 中 p>2 且 
n>l,v=1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(15) lab cd | a” = b? = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c a] = 1, [c, b] = d,[d,a] = 
[d,b]] 21) AP p>2 Hn»1 

(16) (a,b, c, d az = bP = c? = dP = 1,[a, 0] = c, [c, a] = d, [c,b] = 1, [d,a] = 
[d,b] 21), 其 中 p>2 且 n>1. 

(IT) #(G')G3 S C2. 

(17) (a, b,e d,& | d s= P mc? m d5- s" ab - cea] s A feod] 三 
e, [d, a] = [d, b] = [e, a] = [e, b] = 15 

(18) (a,b, cd | a9 — 6 — d? — 1,5 — a, [a, b] — 6, [6,8] — d. [6,5] — a*, [d, à] = 
|d, b] = 1); | 
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(19) (6 | a? = P — e = d? — 1,[a, = [6,8] = d, [e 5] — à, [d.a] — 
|d, b] = 1); 

(20) (a, bze |a? — 59 = P — 1, [a,b] — c; [e;a] = a”; [e b| = bh 
» (a bc | a9 = b” = c — 1, [a,b] — c, [cia] = 55, [e b] — a ,b= T); 

2) la; bye la’ = D? — c 21, [8,0] — c, [ea] = 57?, [e; b] = a?, [a?, b] 5 1); 

- (a,b,c | a^ = 加 = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = aPb"?, [c, b] = bP), XP p» 3, 
”三 1 或 者 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(24) (a,b,c | a” = 加 = c» = 1, [a,b] = e, [c, a] = WW, [c, b] = 0a P}, 其 中 p» 3, 
y —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(25) (a,b, c | az = b? = c? = 1,[a,b] = 6,[c,al!t" = arbe, fe, F zt 
At p>3, r=1,2, p- 2; 

(26) (a,b,c,d | a” = b? = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c,a] = aP, A = a — 
l4 = 1), X* p> 3; 

(27) (a,b,c,d | aP = b? = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c,a] = b", [c,b] = d, [d,a] = 
[d,b] 21), 其 中 p>3,v=1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(28) labh cd | df = b = c* & d* [l 1, [a,b] = c, [c a] = [cd = c?, [dal = 
[d, b] = 1); 

(29) (a,b, c | a^ — b* = e* = 1, [a,b] = c,[6,a] — 9^, [c, b] — c?y; 

(30) (a,b, e| a9 = b? = gt — 1, [a,b] = e, lca) = a*, le, 0] = c; 

(31) 4a, b, o |g? — c* Lb E a, [a, b| 56, [e, a] = a^, [e, 0] — ey; 

(32) (a, b, e | a? — b = 0t — 1, [a, | = 6, [6a] — a*c?, [eb] = d, [e?,a] = 1y; 

(33) (à, b, c | a? — 5* = 1,c*;— atb”, [ab] = c, [e;a] = [c b] — c?) 

(34) (a,b e| a? = bt = 1,c* = [a,b] = e, lea] = atb, le; b] = e; 

(35) (a,b,c | a?" ^" =b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = a?" , |c, b] = b°), 其 中 p>2 
E n> 1s E Fg 

(36) (a,b,c | a" =b = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = b:?, fe, b] = a™?"), 其 中 
p>2 En>l, n,n =1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(37) (a,b,c,d | aP”™ = bP = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c,b] = a^?" , (d, 
a) = |d,b] = 1), 其 中 p>2 且 n>1,v=1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(38) (a, b, c, d | aP Lp —g-dgdP- 1, [a, b] = c, [c, a] = a?" , [c, b] = d, [d, a] = 
[d,b] 21), $P p>2 Em» 1; 

(39) (a,b,c | a?" =b 21,72 =b, [a,b] = c, [e,a] = a lad) cm c?), n 2: 3; 

(40) (a,b, c | a?" = bt 2 1,c? = a?" [a,b] = c, [ca] = b2, [c, b] = 2), n 2 3; 

(41) (a,b,c,d | a^ = b = d? = 1, = o? ,[a,b] = c,[c,a] = d,[c,b] = 
c?, [d;a] = [d, b] = 1), m 3 3; 
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(42) (a,b, c | a?" = b* = c* — 1, [a,b] = c, [ca] = b°, [cb] = c), n 2 3; 

(43) (a,b,c,d |a?” — 0*2 d? = 1,c — P?,[a, b] 2:6 [e a] ^ d, [e,5] 5 c?, [d,a] — 
id, b| = 1), n 2 3; 

(44) (a,b, c | a? ** = b? = ct = 1, [a,b] = c, [c a] = a?” , [c, b] = 2), n 2 3; 

(45) (a,b,c,d | a = b? = c* = d? = 1, [a,b] — c [c a] = d,[c,b] = 2, [d,a] = 
íd,b] — 1, n2 3. 

与 定理 7.1.2 中 的 群 对 应 的 6.1 节 和 6.3 节 的 群 见 表 7.1. 


X 7.1 定理 7.1.2 中 的 群 对 应 的 6.1 节 和 6.3 节 的 群 
群 号 ”6.1 节 和 6.3 节 的 群 | Hte 。” “6.1 节 和 6.3 m | 群 号 — 61363 节 的 群 


(1) (F) | (16) (J6) EF m= 1 | (31) (RA) 
(2) (GI) 其 中 m=1 | (17) — (O0)? mc1 (32) (R5) 
(3) (G2) 其 中 m=1 | (18) (O3) 其 中 m=1 (33) (R6) 
(4) (G3) 其 中 m=1 | (19) (O4) (34) (R7) 
(8) (H1) | (20) (O5) (35) (S1) K^" m21 
(6) (H2) | (0 (O6) (36) (S2) 其 中 m=1 
(7) (H3) (22) (97) (37) (S3) 其 中 m= 1 
(8) (I1) | (23) (P2) RFP n=1 (38) (S6) EF m = 1 
(9) (12) | (24) (P3) 其 中 m=1 (39) (T1) 
(10) (I3) | (25) (P4) 其 中 n=1 (40) (T2) 
(11) (J1) 其 中 m=1 | (26) (P8) 其 中 n=1 (41) (T3) 
(12) (J2) 其 中 m=1 | (27) (P9) 其 中 n=1 | (42) (T4) 
(13) (J3) 其 中 m=1 (28) (R1) (43) (T5) 
(14) (14) 其 中 m=1 | (29) (R2) (44) (T6) 
(15) (J5) 其 中 m=1 | (30) (R3) (45) (T7) 


7.1.2 ”三 元 生成 且 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 的 p 群 


由 定理 7.1.1 (1) 可 知 , 若 G 三 元 生成 有 两 个 内 交换 的 极 大 子 群 , 则 B(G) < 
Z(G). & G = (a,b, c), Wl] G' = (Ja, b], [b, c], [c, a]). 因为 a? € Z(G), 所 以 1= [aP, b] = 
[a, b]. 这 说 明 exp(G') = p. 从 而 G' < C3. 定理 3.1.6 已 经 给 出 了 三 元 生成 导 群 p 
阶 的 有 限 p 群 的 分 类 . 我 们 将 在 后 面 两 小 节 分 别 给 出 三 元 生成 导 群 为 C2 和 三 元 生 
成 导 群 为 C3 的 有 限 p 群 的 分 类 . 本 节 首 先 挑 出 定理 3.1.6 中 至 少 有 两 个 交换 极 大 
子 群 的 有 限 p 群 . 

定理 7.1.3 设 G 为 有 限 p 群 , d(G)=3 且 G' 宇 Cb. 若 G 有 内 交换 极 大 子 
群 , 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b,c | af = c =1, b? =a? = [a,b], [c, a] = [c, b] = 1) & Qs x Cz; 

(2) (a,b,c | az =p” -g- 1, [a,b] = a?^, [c, a] = [c,b] = 1) S Mp(n + 
1,m) x Cp, 其 中 min{n,m, k} = 1; 
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(3) (a,b,c | aP” = 加 "=c — d? —1, [a,b] =d, [c, a] = [c, b] 2 1) & My (n, m, 1) x 
Cy, XP n2 m, min(m,k) 21, 48 p=2 ifn > 2; 

(4) (a,b, c | a 2 1, b? = c?" =a? = [a,b], [c,a] = [c, b] = 1); 

(5) (a,b, c | aP” = bP™ = c»^** — 1, [a,b] =", [ca] = [cb] 2 1), $FP n>m, 
min(m,k) 21, $ p=2 hfn >22. 

证 明 设 M 为 G 的 内 交换 的 极 大 子 群 . 再 设 G/G' 的 型 不 变量 为 (pm ,pm2， 
pma), 其 中 mi > m 2 ms. W G/G' 的 二 元 生成 子 群 的 最 大 阶 为 prtm, Ai 
IM/G'| < p"1*"2, 因为 M 为 G 的 极 大 子 群 , 故 ms = 1. 另 一 方面 , € ma = 1, W 
定理 3.1.6 中 的 每 个 群 都 有 内 交换 的 极 大 子 群 . 由 定理 3.1.6 即 得 定理 中 的 群 。 口 


7.1.3 ”三 元 生成 导 群 为 C? 的 p 群 


本 节 将 决定 满足 O(G) < Z(G) 的 三 元 生成 导 群 为 C2 的 有 限 p 群 . 还 将 计算 
出 所 决定 的 群 的 内 交换 子 群 的 最 小 指数 Imin 和 最 大 指数 Ima IEZA, 还 将 挑 
出 其 中 的 亚 Hamilton 群 ( 即 非 交换 子 群 都 正规 的 非 交换 群 ). 
首先 给 出 几 个 判断 同 构 的 定理 ， 这 些 定理 的 证 明 方 法 与 定理 3.2.2 是 类 似 的 ， 
因此 我 们 略 去 了 证 明 过 程 . 
引 理 7.1.4 ik l,m,n 为 满足 m >n &iE 3X, G(s,w) = (a,b,c | ap = 
HU me -1,[b d = 1, [ca] = b?" , [a,b] = c"), 其 中 s, w E Ft. 
(1) 3$ G= G(s,w), RJ |G| 2 pmt: é(G) — Z(G), G' & C2, (aP,b,c) ÆG 
的 唯一 的 交换 极 大 子 群 
(2) G(s, w) S G(s',w") 当 且 仅 当 s'w'(sw) ^! € (F7)*. 
9|38 7.1.5 ik l,m,n 为 满足 m > n WEK, G(t,u) = (a,b,c | a? — 
UU mg abc = [ea] - c", [a 5] - à"), X tuc Fs. 
(1) 3$ G= G(t,u), M |G| 2 p*"*7*?, é(G) = Z(G); G' = C2, (aP,b,c) Æ G 
的 唯一 的 交换 极 大 子 群 ; 
(2) G(t,u) € G(t',u') 当 且 仅 当 存在 zil € F7, 使 得 (t, u) = r(t, u). 
定理 7.1.6 设 1,m,n 为 满足 m > n 的 正 整 数 , G = (a,b,c | AAN au 
ct = 1, [a, b] = b"P" co [e, a] = bP” ct", [b, c] = 1), 其 中 | . y ) 为 域 F, 上 
的 可 逆 和 矩阵 . 则 
(1) |G| = p*"*7*?, @(G) = Z(G), G' = C2, (aP, b, c) 是 G 的 唯一 的 交换 极 大 
ERE 
(2) 不 同 的 参数 1, m,n 给 出 互 不 同 构 的 群 ; 
(3) G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 


bP 


bP 
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(a) (a,b, c | aP” = 加” = c?" = 1, [a,b] = E?" ,[c,a] = ctp [b,c] = 1), 其 中 
d: y 

(b) (a, b, c | ap = bP = cp” a], [a,b] = c"?", [e a] = b?" [b,c] = 1), 其 中 
v —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

证 明 — (1) 证 明 与 定理 3.2.2(1) 类 似 . 

(2) 因为 n 是 使 得 G' < O,(G) 的 最 大 正 整数 , 所 以 n 是 G 的 不 变量 . 
为 m 是 使 得 G'N Um (G) = 1 的 最 小 正 整 数 , 所 以 m 也 是 G 的 不 变量 .因为 
|G| = pirt, 所 以 1 也 是 G 的 不 变量 . 因此 不 同 的 参数 1, m,n 给 出 互 不 同 构 的 
BE G. 

(3) 事实 上 , 对 于 群 (a) 我 们 有 G/(G' n 0,,(G)) & Mo (n + 1,1) x Cpm. 而 对 于 
BE (b)  G/(G' n 0,,(G)) & Ms(m-- 1,1, 1) * Cosi. 因此 群 (a) 和 群 (b) 互 不 同 构 . 

下 面 证 明 G 是 群 (a) RE (b). Æ t2 0, 43H be: v, bt 7" "eRIv—t-ws 
替换 b,c 和 w 后 可 得 [a,b] = jp” 和 [cal = c'". 由 引 理 7.1.5, G 为 群 (a). E 
t= 0, W sw zx 0. 用 mw 9" ^c SH c 后 可 得 [a,b] = r. 由 引 理 7.14, G 为 
RE (b). 口 

定理 7.1.7 ik G 为 三 元 生成 的 有 限 p 群 , UE OG) < Z(G) fa G' =C}. 则 
G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 (其 中 1,m,n 均 为 正 整数 ). 


m-l 


(A1) (a,b, c | aP = bP™™ = c?"^* = 1, [b,c] = 1, [c, a] = c?" , [a,b] = b7?™), 其 中 
p 为 奇 素数 ; 

(A2) (a,b, c | d! mgr t uum uoa [b, c] = 1, [c, a] = b?" cP" , [a,b] = b"), 
其 中 p 为 奇 素数 ; 

(A3) (a,b,c | aP = p qe 1,[b,c] = 1,[c,a] = b?" cf?" [a,b] = 


berer"), Èp p AFER, v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , t e 
{0,1,.… BD HR. t? 4 —v; 

(A4) (a,b, c | a?” — 9?" ** = c2"^* = 1, [b,c] = 1, [c, a] = b?” , [a, b] = c?" y; 

(A5) (a,b, c | a? — 9" = "^ = 1, [b c] = 1, [c, a] = c?" , [a,b] = 8?" ; 

(A6) (a,b, c | a?” =b?" = = 1,[b, c] = 1, [c, a] = 9?" , [a, 6] = b?" c2" y; 

(A7) (a,b,c | a” = b?" ^ = c" = 1, [b,c] = 1, [a,b] = b?" ,[e,a] = c^), 其 中 
m»nlstsiszp-l 

(A8) (a,b, c | op = p" = e" = 1, [b c] = 1, [a,b] = e"?",[c,a] = be”), 其 中 
m»n,v-—l 或 者 是 一 个 国定 的 模 的 平方 非 剩余 ; 

(A9) (a,b,c | aP" — pP" =P” =], [b, c] = 1, [c, a] = c?" , [a,b] = ar ); 
(A10) (a,b,c | ap ”二 jp uig"- 1, [b,c] = 1, [c, a] = b?" , (a, b] = a? ); 
(A11) (a,b,c | a =b?" = c* = 1, [b,c] = 1, [c, a] = a?c?, [a,b] = ), 其 中 >2; 
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(A12) (a,b, c | a = b?" = c — 1, [b, c] = 1, [c, a] = a? = c?, [a,b] = b?" ); 

(B1) 48,5, ea | a? = p" = 0 =wr = 1,[a,b] = z, [a,c] = œ", [b,c] = 
[r,a] = z, 6 2 [2,0] 2 1), 8 p=2 lt m g 

(B2) (a,b,c,z | a? = bP” =c = gP = 1, [a,b] = c"",[a,c] = z, [b,c] = 
isal = [z,b] = lem) S p22 B I n2 3; 

(B3) (a,b, c, x | aP = "= o gp], la, b] = aP, [p;c] = wbc] = eya] = 
|z, b] = [z, c] = 1); 

(B4) (a,b, c, z | a = b?" = c* = z? = 1, [a,b] = x, [a, c] = a? = c?, [b,c] = [x,a] = 
[z, b] - [z, c] — 1j; 

(C) (a,b,c, x, y | a” = pp" Lg = gP = yP = 1, [a,b] = z, la d = 9,56 = 
[z,a] = [5,5] = [z,c] = [y,a] = [yb] = lc = 1), $FP m >n RE2p-2m 
lc -n23 

(D) (a,b, e| b* = c* = La? 253.12, 5| — 6*, ac] = 09, lb e| = EY. | 

证 了 明 — X G/G' 的 型 不 变量 为 


(pm1,Dm2 ,pms) H G/G = (a1G") x (a2G^) x (a3G^), 


其 中 mi 2 ma 2 ma, o(ajG^) = p™, i = 1,2,3. M) -G = (a1,a2,a3). 

车 ([a1,a3],[a2,a3]) = G', 不 妨 设 [aayaz] = [a1,aa]'[a2,aa]?. AH aia, 和 
a2a35* 替换 ai 和 aa 后 可 得 [a1,az] = 1. 若 ([a1, a3], [az,a3]) = ([a2,a3]), 不 妨 设 
[ai, as] = [az,aaj:. 用 alay 替换 a; 后 可 得 [a1,a3] = 1. Æ (lai, as), [a2,a3]) BEA 
是 G' 也 不 是 ([a2,a3]), 则 [ea,os] = 1. 综 上 所 述 , 存在 1,2,3 的 一 个 排列 六 s, t 398 
足 s<t 和 [asoi=1. 令 


üS ia 次 过 "cmo Lm "eq, NEE i 


Wil] m > n, [b, c] 2 1 E G' = ([c, a], [a, 5]). 

若 |G| = 25, 利用 Magma 的 小 群 库 可 得 定理 中 的 群 (A4) 一 (A6), (A9), (A10), 
(A12), (B3), (B4), (D). 以 下 设 |G| > 25. 

情形 1 |(ap ,5p” , c?" y| -p. 

子 情 形 1.1 a? —^ 

此 时 , G! = (加 ,cp 4 [e a=b" ct" 和 [a,b] - b"P" cw?", 2$ mn, 由 定 
H 3.2.2 一 定理 3.2.4 可 得 群 (A1)—(A6). Æ m > n, 由 定理 7.1.6 可 得 群 (A7), (A8). 

子 情 形 1.2 ap #1 H |0", - p. 

子 情形 1.2.1 b” = 1 

令 [c,al = a"? ctp” A la, b| = QuP qup" 


(8) f — wu - 0. 
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WAH at ^ ub" BÉ a A b 后 可 得 (A9). 

(b) $240. 

分 别 用 c-r 和 加 v ^ 替换 上 和 c, 并 且 将 m 和 nn 互 换 后 可 得 群 (A10). 

(c) r 20 Hw z 0. 

Zim n, 用 bct ^" 替换 b 后 可 转化 为 子 情形 (a). 以 下 设 m=n. 车 1 «m, 
用 ac* “wr” 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 (a). Æ 0» n, H cov tav “up EC 
后 可 转化 为 子 情形 (b). 车 1=n, 由 |G > 25 可 得 1> 1 或 者 p>2. Hac" e $ 
H a 后 也 可 以 转化 为 子 情形 (a). 

(d) t=0 Hu£0. 

车 m >n, Hbr “替换 b 后 可 转化 为 子 情形 (b). Æ 1> n, H caw u" $ 
换 c 后 可 转化 为 子 情形 (b). € m=n >l, M JG > 25 可 得 n>1 或 者 p>2. 分 
别 用 acu wr" 和 cb" " 替换 a 和 < 后 可 转化 为 子 情形 (a). 

(e) r Z0 H. t zx 0. 

若 ! > m 用 cat" THÉ ec 后 可 转化 为 子 情形 (a) 或 者 (c). 若 ! < n, FH 
ac tp” 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 (b) 或 者 (d). 以 下 设 1=n. Æ p> 2 或 者 
1=n > 1, 用 ac^ t THÉ a 后 可 转化 为 子 情形 (b) 或 者 (d). 车 p=2 且 1=n=1， 
则 [ca] = a?c?. 因为 |G| » 25, 所 以 m 2 2. Æ [a,b] = c?, W G 为 群 (A11). X 
[a,b] = a?, 用 bc 替换 后 , 同样 可 得 群 (A11). 

子 情形 1.2.2 b” £1. 

Wc = bhr™ A ebt” 替换 c 后 可 得 cz = 1. 此 时 ,车 m=n, 将 b 和 c 互 
换 后 可 转换 为 子 情形 1.2.1. 以 下 设 m >n. 设 [cal = a^? bs?" B. [a,b] = a"? pv?" , 

(8) f — 0. 

分 别 用 a 和 cx 5^ 替换 和 后 可 得 群 (A10). 

(b) s= 0. 

分 别 用 a7" ^, eo 和 bc “ 替换 a,b 和 c, 并 且 将 m 和 wm 互 换 后 可 得 群 
(A9). 

()rZ0HsZ0. 

E 1» m, 用 bas 7 ”替换 b 后 可 转化 为 子 情形 (a). 车 1 < m, H abr m 
替换 a 后 可 转化 为 子 情形 (b). 

子 情 形 1.3 ap Z1 且 |6”, P= p?. 

子 情形 1.3.1 (be") = (a). 

Ww" = aq", Hp h0 若 ! > m, 用 ba- 各 ”替换 b 后 可 转化 为 子 情形 
1.2. 若 ! < m, 用 a^b-7" 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 1.1. 车 1=m, 由 |G| > 25 可 
得 1 二 mm > 1 或 者 p > 2. 用 ab! 替换 a 后 可 转化 为 子 情 形 1.1. 

子 情形 1.3.2 (加 ") Æ (aP). 
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IERT, G! = (bP™ aP). BE oP” = akr p^r", Fl cb-^r" ^ 替换 c 后 可 得 cr”= a^? ， 
因为 |(br”,cr")| = p?, MA k 0. # 19 n, 用 ca"? ”替换 c 后 可 转化 为 子 情形 
1.2. 车 1<n, 用 atc-?” 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 1.1. 以 下 设 1=n. 若 p>2 
WA l=n > 1, H aë! 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 1.1. 者 p=2 且 1=n= 1, H 
IG| > 25 可 得 m > 2. 此 时 , G' = (a2, b2"). Æ [ca] = b?” , 用 acb?” ”替换 a 后 可 
转化 为 子 情形 11. # [ca] = a2bs2”, 分 别 用 ab?” 和 cbs2” ”替换 a 和 c 后 可 
得 [c, a] = a? = c?. 3X [a,b] = a?«b?".. 用 bc" 替换 b 后 可 得 群 (A12). 

情形 2 |(a? b", c?" )| — p. 

子 情形 2.1 a” =b" = 1. 


设 G' = (a ,y), [a,b] = "y? H [a,c] = er" y*. | 
(a) s = 0. 

用 ar” 去 替换 a, 并 且 设 zx = cx” yr * 后 可 得 群 (B1). 

(b) v 20. 


若 p= 二 2 且 1=n=1, 用 ac 替换 a 后 可 转化 为 情形 1. Æ p» 2 9 l+n z 3, 
用 cr 替换 c 并 且 设 r= cu?" ys 后 可 得 群 (B2). 

(c) v £0 H. s z 0. 

dim =n, 用 pc 替换 c 后 可 转化 为 子 情形 (a). i m» n, 用 vc" ER b 
后 可 转化 为 子 情形 (b). 

子 情形 2.2 az =1 H b” £1. 

设 cz = pU . 用 cb 种” ”替换 c 后 可 得 cr =1. Eman 将 和 ec 
互 换 后 可 转化 为 子 情形 2.1. 以 下 设 m > n. X G' = (by), [a,b] = bP” 加 和 
[a, c] = bP" y*. 若 s=0, 分 别 用 c 和 大 替换 上 和 ec, 设 z= vm yrs, EBORE m 和 
n 互 换 后 可 得 群 (B2). 以 下 设 sz 0. 8 p-2H1—n-— 1, H ac &H a 后 可 转化 
为 情形 1. 若 p > 2 或 者 1 十 由 > 3, 分 别 用 a7 s,c 和 907" 替换 ab 和, 设 
g = p(su-rv) ^rsp"(su-rv) ^s" ERR m An 互 换 后 可 得 群 (B1). 

子 情 形 2.3 a #1 Ho” ==. 

设 G' = (ap y), [a,b] = ai 加 和 [ace=arzy. Æ s= 0, 分 别 用 cr ”和 
b 替换 b 和 c ra"? y, HEK m 和 n 互 换 后 可 得 群 (B3). # s 40, 用 
p(su-rv) se-(su-rv) "v 去 替换 b, 并 且 令 x = a"? ys 后 可 得 群 (B3). 

子 情 形 2.4 a” 41, b” =1 H e" Z1. 

Wc =ar. 41» n, H cear” B e 后 可 转化 为 子 情形 2.3. Æ l< n, 
Haret 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 2.33. 以 下 设 1=n. 车 p>2 或 者 1=n>1， 
用 at! 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 21. FER p=2 Hl=n=1. Ë [ac] z c, 
用 ac 替换 a 后 可 转化 为 子 情形 2.1. # [ae = a? = 2, 9 [a,b] = x 后 可 得 群 (B4). 

子 情形 2.5 a"Z21Hw"2Zzn1. 
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Wc = be", Rc" ”替换 c 后 可 得 co —1 dmn, Sb cd 
后 可 转化 为 子 情形 2.4. 以 下 设 m » n. 设 b =a. XE >m, H ba-*r ”替换 
b 后 可 转化 为 子 情形 2.3. 车 1< m, 用 a^b-?" 替换 s 后 可 转化 为 子 情形 2.2. 

情形 3 (a? ,jp” yi. 

#p=2 Hl=n=1, H ac EPK a 后 可 转化 为 情形 2. 若 p > 2 或 者 
l+n z 3, Wi] G 为 群 (C). 

采用 与 定理 3.2.2 中 (1) 类 似 的 证 明 方法 , 可 证 定理 中 的 群 G 均 满 足 8(G) = 
Z(G), |G'| = p? UL (aP,b,c) 为 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 为 方便 起 见 , 用 Ac K 
示 子 群 (a?, b, c). 

下 面 证 明定 理 中 的 群 是 互 不 同 构 的 . 仍然 设 |G| > 25. 

首先 , 因为 C/G' fll Aa/G' 的 型 不 变量 分 别 为 (p', p^, p^) 和 (p7, p™, p”), 所 
以 1 为 G 的 不 变量 . 

对 于 群 (C), AA |G| = pi+m+n+2 H m 2 n, 所 以 m 和 mn 也 是 G 的 不 变量 . 
因此 不 同 的 参数 1, m,n 给 出 的 群 互 不 同 构 . 注意 到 对 于 群 (C) 有 G'n Vi(G) = 1, 
而 对 于 (A) WA (B) 型 群 有 G'N Vi(G) z 1. 因此 群 (C) 不 会 与 (A) 型 群 或 者 
(B) 型 群 同 构 . 

其 次 断言 (B) 型 群 与 A) 型 群 互 不 同 构 . SES: E, 对 于 (A) 型 群 有 d(Ac) «3 
A |G' n Vi(G)| > p. 另 一 方面 , 对 于 群 (B3) 有 d(4c) = 4, 对 于 群 (B1), (B2) 和 
(B4) 有 |G' n Vi(G)| = p. 因此 断言 成 立 . 

接 下 来 证 明 不 同 的 (B) 型 群 互 不 同 构 . 

因为 在 (B) 型 群 中 只 有 群 (B4) 含有 同 构 于 Qs 的 子 群 , 所 以 群 (B4) 与 其 他 
(B) 型 群 互 不 同 构 . 为 了 说 明 其 他 (B) 型 群 互 不 同 构 , 先 以 列表 的 形式 给 出 这 些 群 
的 性 质 ( 表 q2- 


表 7.2 (B) 型 群 的 性 质 
群 (B3) 其 中 群 (B3) 其 中 


群 性 质 群 (B1) 群 (B2) M p-2l p=2 H 
l+n 23 l=ns= 1 
Ag 的 型 人 
Z(G) 的 型 Ce pp py pp pp pp 
G/(G' n VA(G)) 的 型 M(lm,1) x Cp  M(ln,1) x Cpm M(l,n,1)x Cpm GNV(G) 
G/(G' n VA(G)) 的 性 质 An+1 Æ Am41 群 Ama 群 不 是 G 的 子 群 


从 表 7.2 中 容易 看 出 , 不 同 的 参数 1, m,n 给 出 的 群 (Bi) 互 不 同 构 , 其 中 i = 
1,2,3. 断言 群 (Bi) 和 群 (Bj) 也 互 不 同 构 , 其 中 i<j. ER, 设 G 既是 一 个 参数 
为 l5, má, Ti 的 群 (Bi), 又 是 一 个 参数 为 l;,mj,n; 的 群 (Bj). 由 表 1.2 的 前 两 行 容 
易 看 出 1; = 1;. E i-i 则 由 G/G'nVi(G) 的 性 质 可 得 ni = mj. 因此 mi = nj. 
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Æ mi < n, 由 (B1) 的 表示 可 得 [Nn (hc),G] n Vi(G) = e, 但 是 对 于 群 (Bj) 由 
[Qn (AG), G] n Vi(G) z 2, FE. 若 m > m, AR 7.2 的 前 两 行 易 得 出 矛盾 . 者 
i=2 H j23,BH G/G'n Vi(G) 的 性 质 可 得 ma = ma. 从 而 wa = ng. 此 时 , 也 可 
以 从 表 7.2 的 前 两 行 得 出 矛盾 . 

最 后 证 明 (A) 型 群 互 不 同 构 . 由 于 (A) 型 群 中 只 有 和 群 (A12) 中 含有 同 构 于 Qs 
的 子 群 , 因此 群 (A12) 与 其 他 (A) 型 群 互 不 同 构 . 

对 于 群 (A11), ac 为 Aa 外 的 二 阶 元 , |G'n0:(Ac)| = 2 且 exp(4c) = exp(G/G"). 
另 一 方面 , 对 于 群 (A1) 一 (A3) 和 (A10) 在 Aa 外 没有 2 阶 元 , 对 于 群 (A4) 一 
(A6) 有 G' < Ui(Ac), 对 于 群 (AT), (A8) 有 exp(AG) 7 exp(G/G'), 对 于 满足 
exp(4c) = exp(G/G") 的 群 (A9) 在 Ac 外 没有 2 阶 元 . 因此 群 (A11) 与 其 他 的 (A) 
型 群 互 不 同 构 . 

下 面 我 们 列 出 群 (A1) 一 (A10) 的 性 质 ( 表 7.3). 


表 7.3 和 群 (A1) 一 (A10) 的 性 质 
群 性 质 群 (A1) 一 (A6) 群 (A7), (A8) 群 (A9) 群 (A10) 
G/G' 的 型 (p', p^, p") (p!, p^, p") (p',p"*, p^) (p', p^, p^) 
AG 的 型 (pt prti patt) (p t, prt1, pn-1) (p', p^, p) (p! p^*1, p?) 


断言 群 (A9) RISE (A10) 不 与 群 (A1) 一 (A8) 中 的 群 同 构 . 车 否 , 设 G 为 参数 
为 1,n,m 的 群 (A9) 或 者 (A10), 并 且 G 还 是 参数 为 ln’, m 的 群 (A1) 一 (A8) 中 
的 一 个 群 . 则 = i. 因此 (n',m') = (n, m). 对 于 群 (A9), Z(G) 的 型 不 变量 为 
(p', p^—!, p^); 对 于 群 (A10), Z(G) 的 型 不 变量 为 (p!,p"-!,p"); 对 于 群 (A1)—(A8), 
Z(G) 的 型 不 变量 为 (p! -1,p™ ,pm ) 因此 , 若 G 为 群 (A9), 则 有 1=1=m; 若 G 
ARE (A10), WA V —1— n. 此 时 , 由 表 7.3 可 得 出 矛盾 . 

WSA (A10) 与 群 (A9) 互 不 同 构 . £65, 设 G 为 参数 为 h, mi, ni 的 群 (A10), 
并 且 G 还 是 一 个 参数 为 l2, m2, 2 的 群 (A9). 由 表 T.3 可 得 m; =n2. 因为 ly — l2, 
所 以 ma = ma. Ẹ h > mi, 对 于 群 (A10) 有 G/(G' n 0,,(G)) 同 构 于 Mi(l, mi, 1) * 
Coni, 对 于 群 (A9) 有 G/(G' 0 Un (G)) 同 构 于 Mp(mi + 1,1) x Cm. 这 与 定理 
3.1.6 矛盾 . Æ ly < mi, 对 于 群 (A10) 有 G/(G'n05, (Aa)) 同 构 于 Mp(h +1, mi) x 
Cpi, 对 于 群 (A9) 有 G/(G'nVn,(4c)) 同 构 于 Mp( --1,m1) x Cam .因此 可 得 
m; = nı. 此 时 , 对 于 群 (A10) 有 G'N Um (Ae) = Nm (Ac), G], 矛盾 于 群 (A9) 的 
G' n Um, (Ac) Z [Qm (4c),G]. 因此 断言 成 立 . 

由 定理 3.2.2 一 定理 3.2.4 和 定理 7.1.6, 群 (A1)—(A8) 之 间 互 不 同 构 ， 口 

下 面 考察 定理 7.1.7 中 群 的 性 质 , 为 定理 7.1.13 的 证 明 以 及 后 面 的 章节 做 准备 . 

引 理 7.1.8 设 G= (a,b,c) 为 定理 7.1.7 中 所 列 的 群 之 一 . 

(1) 2& D 9 G A -F8E, 则 D = (ab'z,cy) 或 者 D = (adz, by), 其 中 
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z,y € Z(G); 

(2) 设 |G : D| = p^, #ẸF D A G 的 Aj FÆ. 则 min{l,m, n} « A 14 
maxín,m]. 特别 地 , 入 = min{l, m, n} = G’ < D; à = 1 + max{n, m} > G € D. 

证 明 (1) 因为 Ac = (be, 9(G)) 为 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 ,所 以 可 设 
D = (az, y), 其 中 z,y € Ac. 进一步 , 因为 Z(G) = 9(G), 所 以 D = (abir, cy) 或 者 
D = (ac? z,bc y), 其 中 z,y € Z(G). 

(2) 因为 d(DG'/G^) = 2, 所 以 |G/G' : DG'/G'| > min(pl',p",p^). 因此 |G : 
D| 2 |G/G' : DG'/G'| > min(p',;p",p^). XWH min(l,m,n) < 入 并 且 入 = 
min(l, m,n} 成 立时 一 定 有 G' < D. 

Æ D = (abx, cy), W G = (D,b) . RE |G/DG"| < p". 这 说 明 


IG : D| = |G/DG"||DG'/D| < p™IG'/(D A G")| < pm+1. 
3$ D = (aðr, bc*y), 则 G = (D, c). 因此 |G/DG'"] < p^. 这 说 明 
IG : D| = |G/DG'||DG' /D| < p” |G /(D N G^| < p”*. 


综合 以 上 结果 有 入 < 1 十 max{n,m}, JFH?4 入 = 1 + max(n,m) 成 立时 一 定 有 
G' s D. | 口 

EH 7.1.9 EG. 为 定理 7.1.7 中 的 群 (Al), 即 G = (a,b,c | a? = 加” = 
c" —1, [b,c] = 1, [e a] = c?" , [a,b] = b-?"), AF p AFEK. N 

(1) G 为 Amo 群 ; 

(2) G 的 A 子 群 的 最 小 指数 为 min (pl; p"). 

证 明 EDAG A TSEH. |G: D| — p^. 由 引 理 7.1.8 RJ AI D = (aiiz,cy) 
或 者 D = latig, bety), 其 中 x,y € Z(G) H min(l, m) € A € m ^ 1. 

因为 (o, c) 为 指数 prt! 的 A 子 群 ,所 以 G 为 Am FE. 因此 (1) 成 立 . 

若 1>m, 则 GCG' 关 万 .由 引 理 7.1.8 可 知 A z m. 因此 A 2 min(l, m +1}. 
为 (ab c) 为 指数 为 min(pl, p^!) 的 A TÈ. 所 以 G 的 A 子 群 的 最 小 指数 为 


min(p!, p+}. 因此 (2) 成 立 . 口 
非 交 换 群 G RATE Hamilton 群 , 3$ G 的 非 交 换 子 群 均 正规 . 下 面 用 到 这 个 概 
念 并 将 在 第 12 章 对 这 类 群 给 出 完全 分 类 . 


定理 7.1.10 3E G 为 定理 7.1.7 中 的 群 (A3). Bp G = (a,b,c | a” = y" = 
c?" — 1, [b c] = 1, [e a] = 6?" c'?" [a,b] = b" er"), Xp p 2X4 v —1X 
者 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , te {0,1,… EL XX 4-—v. 

(1) 若 —v AR p 的 平方 剩余 , 则 G 为 Am4 群 但 不 是 亚 Hamilton #. 

(2) 2 —v 为 模 p 的 平方 非 剩 余 , 则 G 为 Amy 群 且 是 亚 Hamilton 群 . 
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证 明 8 DAG A TÆ, HIG: D| = p». B5] 7.18 可 得 , D = 
(abz,cy) 或 者 D = lacz, bety), 其 中 x,y € Z(G), H min(l,m) € A € m 4 1. 

E —v = h?, Wl] (a, bc") 为 指数 为 p^! 的 A 子 群 . 因此 G 为 Ame 群 . 因此 
(a, bc^) 既 不 交换 也 不 正规 , 所 以 G 不 是 亚 Hamilton 群 . 因此 (1) 成 立 . 

下 面 设 -v 为 模 p 的 平方 非 剩 余 . 首先 证 明 G 为 亚 Hamilton $. 

若 D = (ab'z,cy), W D' = (如 "ctp") 计算 可 得 z?" € (az ) 对 所 有 的 ze 
Z(G) 成 立 . 因为 a?" er = (abiz)?” € D, 所 以 a?" € D. 因此 z^" e DX 
所 有 的 ze Z(G) 成 立 . 从 而 c" = (cy) Py" e D. 因此 G « D. 

d D = (aciz,bc*y), Wi] D' = (p- (t*)»" c(v-t)»"y. 计算 可 得 z^" e lary 对 
所 有 的 z € Z(G) 成 立 . 因为 ar” zr?” = (aciz)?” e D, 所 以 pl" E D. 因此 
z" € D 对 所 有 的 ze Z(G) 成 立 . 从 而 如 c" = (bey) " y-" e D. 因为 -v X 
BE p 的 平方 非 剩余 , 所 以 | v0. BIE G< D. 

由 上 面 的 讨论 可 知 , G' 包含 于 每 一 个 A 子 群 中 , 当然 也 包含 于 每 个 非 交换 子 
群 中 . 因此 G 为 亚 Hamilton f. 

因为 G < D, 由 引 理 7.1.8 可 得 入 < m. 另 一 方面 , (a,b) 为 G 的 指数 为 pr 的 
Ai TE. 因而 G 为 Am4 群 , W (2) 成 立 . 口 

定理 7.1.11 设 G 为 定理 7.1.7 中 的 群 (A8) , Fg G = la,b,e | aP = "^ = 
cr” = 1, [b,c] = 1, [c a] = b?" , [a,b] = c"?"), 其 中 四 >mz=1 或 者 是 一 个 固定 的 
模 p 的 平方 非 剩余 . 则 G 为 Amy 群 . 

证 明 设 D 为 G 的 A 子 群 .由 引 理 7.1.8 可 知 D = (abr, cy) RË D = 
(aciz, by), 其 中 z,y € Z(G). 若 D= (aciz,be*y), I G = (D,c). 因此 |G/DG'| < 
p^. 从 而 


IG : D| = |G/DG"||DG"/D| < p"|G'/(Dn G| < p" < p™. 
F D = (ab'z,cy), W G = (D,b). 因此 |G/DG'| < p". 从 而 
IG : D| = |G/DG'"||DG'/D| < p"|G' /(Dn G)| < p"**. 


我 们 断言 IG: D| < p". ETF, 则 |G : D| = p^. JB], |IG/DG'| = p" H 
G' € D. t |G/DG'| = p" Ñ G = (D,b) TA 59" e DG'. WA G' « D 和 
D' = ("BU c" ¢ D. tc" D&B c" y^ = (cy) ED 可 得 加 DE 
y" € DG'. 因为 (G) = ((ab'z)?, b^, c"), ni y = (abiz)rPbsP" ctp, 其 中 (s, p) = 1. 
因为 y^" = (abir) be PEL bt" g D Hbr e DG. Kw" &Dc' 
H jsp””E DG', 所 以 m cu 2 m. BAM, 由 b" ¢ D 和 br”e DD 可 得 
n-4-u «m. 从 而 推出 矛盾 . 
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因为 |G : D| < p", 所 以 G 的 指数 大 于 p™ 的 子 群 都 是 交换 的 . 男 一 方面 , (a, c) 
为 指数 为 p" 的 A 子 群 . 因此 G 为 Aw41 群 . 口 

定理 7.1.12 设 G 是 定理 7.1.7 中 的 群 (A10). 

(10)221—mmn-—1.Hp-2, Adr lil « m, X m< n-1, N G E 
Hamilton 群 ; 4|» m2mn-1,3Xd E i(—m»n-1»0, Adj l=m=n=1 L 
p>2, I] G 为 亚 Hamilton £f. 

(2) Zt lL=m=n=1 E p-2, Ul] G 为 A: 群 ;对 于 其 他 情形 , GA .Lanaxfm nj+l FÉ. 

(3) G 的 Ai 子 群 的 最 小 指数 为 min(pl, p", p^). 

证 明 不妨 设 


G — (a,b,c | a?" 2p = P" sa 1, [b, c] ='1, [ea] = bP" , [a, b] =a Y 


D 是 G 的 A TE. 因为 4c = (aP b, c) 是 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 , 所 以 可 设 
D = (az,y), 其 中 z,y € Ac. 因为 Z(G) = e(G), 所 以 进一步 可 设 D = (abiz, cy) 
或 者 D = (adz, by), 其 中 x,y € Z(G) = 9(G). 

()El=m=n=1 E p= 2, 则 {ab,c) 既 不 交换 又 不 正规 ; Æ 1< m, I (ab, c) 
既 不 交换 又 不 正规 ; Pm <n 一 1, 则 (a, bc?) 既 不 交换 又 不 正规 ; 若 ! =m =n 一 1， 
则 (ac, bc) 既 不 交换 又 不 正规 . 因此 对 于 这 些 情形 G 不 是 亚 Hamilton 群 . 接 下 来 
fx i—m»n-13kéil»m2n-1»503Xdi—m-n-21Hp»2. 

情形 1 i-m»n-1. 

4 D = (airzcy), W D' = (w^). WATA, 对 于 所 有 的 z € Z(G), 都 有 
2” € D 成立. 因为 om = (abir) b-'" z-? ED 所 以 G « D. AE D aG. 

Zi D = (aciz, bc*y), 则 D' = (a? b-*»"), 计算 可 得 ,对 于 ze Z(G) Hz" €D 
成 并 . 因为 m (bcky)p y?" e D, BEA G « D. 因此 DaG. 

综 上 所 述 , G 是 亚 Hamilton 群 . 

情形 2 i—m-2n-21Hp»24i»m2n-1»0. 

di D = (abiz,cy), 则 D' = (b-?"). 计算 可 得 , 对 于 z € Z(G) 有 z? € D RR. 
因为 a” = (abir) z” e D, 所 以 G'<D. 因此 D<G. 

车 D = (adx, by), W) D' = (az ). 计算 可 得 , 对 于 ze Z(G) 有 z"" € D RA. 
BD b -(by' y-" e D, AUA G < D. 因此 DaG. 

Zi D = (aciz,bc'y) 其 中 (k,p) = 1, W D' = (az b-*»"). WETA, 对 于 
z € Z(G) 有 zr? ED 成 立 . 因为 ap = (adr) z-? € D, AA G « D. 因此 DG. 

综 上 所 述 , G ÆW Hamilton f. 

(2) Æ D = (aciz,bc*y), 则 G = (D, c). 因此 |G/DG'| < p^. 从 而 


IG : D| = |G/DG"||DG"/D| < p"|G'/(Dn G")| < p^*!. 
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3i D = (abx, cy), 则 G = (D, b). 因此 |G/DG'| < p". 从 而 
IG : D| = |G/DG'||DG'/D| < p"|G'/(Dn G^ « p". 


以 下 分 两 种 情况 来 证 明 |G : D| < max(p", p^) . 
子 情形 2.1 m<n-l. 
言 |G : D| € p” = max(p",p"). 否则 , FE D 满足 |G : D| = p^". d$ 
D = (ab!z, cy), Wii 
IG : D| < "^! € p" = max(p", p^]. 
因此 可 设 | 
D —(acz,bcy, |G/DG'—p", G'&D. 


因为 D'- (a? b-*»" y, 所 以 jz” ¢ D. Ek z 0, 可 设 
y = (az) P (bc^y)*?c"?. 


此 时 


y? ”二 (ac) z)"?" (bey) € D. 


- - 


ckp"” o (bety) b" y" E DO. 


从 而 |G/DG"| < p^, 与 假设 矛盾 . 因此 可 设 k=0. 令 
y = (ac/z)""(by)"PcP ， 


其 中 (tp) = 1. Bil 


(by" = V" (aczy"" (by) P" c». 

因为 如 ”e DG' 和 9" ¢ D, 所 以 c?" e DG' Be?" & D. AA |G/DG"| = p^, 
所 以 cU ¢ DG'. 因此 m 十 wu > n-i. 此 时 co” = 1 eD, 矛盾 . 因此 有 
IG : D| < p” = max{p™, p]. 

子 情形 2.2 mèn. 

易 验 证 当 ! = 和 mm =m=1 且 pz=2 时 ,G 为 4 和 群 .以 下 设 1=m=m=1l 
时 有 p> 2 成 立 ， 首先 断 言 |G : D| <p” = meax(p",p^). fiU, 存在 D 满足 
IG: D|-2p"*!. 从 而 |[G/DG'| 2 p^" H C € D. S l2 m, B (1) 可 得 G 为 亚 
Hamilton 8t. 因此 G' < D, 矛盾 . Fili «m. 
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$ D = (abx, cy), 则 D' = (9^). 因此 ap ¢ D. 24i Z0 时, 令 
z = (ab'z)'?b*P(cy)'P. 


则 
gP" - (abiz)rp bsP (eyJ'?" c D. 


因为 1 < m, 所 以 br” = (abis) a-?” z-?" EDG'. 因此 |G/DG'| < pt, 
矛盾 . 34 i=0 时 , 4 x = (az)'Pb*"" (cy)? 其 中 (s, p) — 1, JU 


(az)? — gP (arr et fy 
因为 om € DG' 和 a? ¢ D, 所 以 b» e DG' Hor e D. AX |G/DG'| = p", 
所 以 如” e DG'. 因此 L7 u 2 m. 从 而 p» e p. 矛盾 . 

Zi D = (aciz, bey), 则 D' = (a? b-*»"). 从 而 bP”4¢ D. & 


y = (ac? r)? (bef y)” c. 


则 


y" = (aci az)?" (bety) P" E 


因此 如 ”= (bety) y" e D, ZE. 因而 |G : D| < p" = max(p"', p^). 
综 上 所 述 , 指数 大 于 max (p"*, p^). 的 子 群 都 交换 . 
当 m zon 时 , (a,c) 为 G 的 指数 为 pm = max(p", p") 的 A TÆ. 当 m «n 
时 , (a,b) 是 G 的 指数 为 p^ = max(p", p^) 的 A TE. 因此 G 为 Amaxtmn}y+1 群 . 
(3) HX DG'/G' 为 G/G' 的 二 元 生成 的 子 群 , 所 以 


GyG' : DG' /G'| > min(p', p^, p^). 


因此 
IG : D| 2 |G/G' : DG'/G'| 2 min{p', p", p"). 


当 1 <m H1«n 时, (ac,b) TE G 中 的 指数 为 p! = min(p'p",p"). EE, 对 于 
1<m 且 1 <n,G 的 Ai 子 群 的 最 小 指数 为 p! = min(pl, p", pr} 对 于 1>m 或 
l> n, 因为 (a,c) 在 G 中 的 指数 为 p", (a,b) 在 G 中 的 指数 为 p", 所 以 G 的 Ai 
子 群 的 最 小 指数 也 是 min (pl, p^, p"). 口 

定理 7.1.9 一 定理 7.1.12 给 出 了 定理 7.1.7 中 的 某 些 群 的 性 质 . 用 类 似 的 方法 我 们 
可 以 得 到 定理 7.1.7 的 所 有 和 群 的 性 质 . 这 里 将 计算 细节 省 略 , 只 将 结果 列 在 表 7.4 中 ， 
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X 7.4 定理 7.1.7 中 的 群 的 性 质 


群 号 条 件 W A 了 的 人 使 G 为 At 群 的 + 的 值 
亚 Hamilton 群 ? 指数 为 ps 的 s 的 值 
(A1) no min(l, m + 1) m --2 
(A2) no min(!, m} m 4-2 
—v€ (F5)? no m 4-2 
(A3) og (Fr) - min{l, m) ape 
(A4) no min{l, m) m --2 
l=m=1 2 
pni l--mz3 2 min1l, m 4- 1) ida 
(A6) yes min(l, m) +1 
(A7) no min{l, n) | +2 
(A8) mor E "i min(l,n) m --1 
m-—nzdl yes 
(A9) no min(l, m, n) max(m — 1,n) 4- 2 
l-m-nzi1Hp-2 3 
l»mzn-1 yes 
(A10) l2m»n-1 min(l, m, n) — PE 
l«mg& m «n-1 
l=m=n-1 pá 
(A11) no l h+1 
(A12) no 1 h+2 
l= np 2 
(B1) i+n 之 3 或 p>2 min(l, m,n + 1} maxim, n} +2 
(B2) no min(l, m, n + 1} max(m — 1,n) +2 
(B3) no min(l 十 1,m,n] maxí(m — 1,n) +2 
(B4) ,no 1 h--2 
(C) no min(l, n) 4- 1 m 4-2 
(D) yes 1 2 


定理 7.1.13 i G 为 三 元 生成 的 有 限 p FE, 9(G) € Z(G) fe |G'| < p?. W G 
有 一 个 指数 为 p 的 A 子 群 当 且 仅 当 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

D ESG 

(1) (a,b,c | a = œ" =1, b? =a? = [a,b], [c,a] = [c, b] = 1) = Qg x Ca; 

(2) (a,b,c | aP"™ =b = o = 1, [a,b] = aP”, [c,a] = [c,b] = 1) & Mp(n + 
1,m) x Cy, 其 中 min(n,m,k) = 1; 

(3) (a,b,c | aP” = 5" = c^ = d? = 1, [a,b] = d, [ca] = [5] = 1) & 
My(n,m,1) x Cy, AP n2 m, min{m, k} 21, 4 p=2 h} n2 2; 

(4) (a,b, c | a = 1, b? = c?" =a? = [a,b], [c,a] = [c b] = 1); 

(5) (a,b,c | aP” = bP™ = er = 1l, [a;b] = P", [c, a] = [c,5] 2 1), AP n 2m, 
min(m,k) 21,54 p=2 h} n 22. 
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(II) G' & C2. 

(6) (a,b, c | aP 三 加” = c" = 1, [b c] = 1, [c a] = c?" , [a,b] = bP"), X p 
2 3 

(7) (a,b, c | aP = bP” = e?" —1,[b, c] = 1, [c a] = 9" c?" , [a,b] = b"), 其 
Tp Z3 XX B. min(l;m) — 1; | 

(8) (a,b,c | aP = w"" = er = libe = Llca] = b?" ct", [a,b] = 
b iP em). 其 中 p 为 奇 素数 ,min{l,m} = 1, v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 
平方 非 剩余 ,1E {0,1,… , P } o o 

(9) (a,b,c | a? =b = c" —1,[b c = 1,[ea] = &?", [a,b] = c?"), 其 中 
min(l, m) = 1; 

(10) (a,b,c | a2 = 5?" =c = 1,[b, c] = 1, [e, a] = c?" , [a,b] = $^"), 其 中 
m 1; 

(11) (a,b, c | a? = 97 = 2" = 1, [bc] = 1, [e a] = b?” , [a,b] = 0" 2"), X 
中 min(l,m) = 1; 

(12) (a,b,c | a” = wp" = c" = 1, [bc] = 1, [a,b] = b?" ,[e, a] = c'?"), 其 中 
m >n, min{l n} = 1,1 <t< p- l; 

(13) (a,b, c | a" = p" ^ = c" = 1,[b; c] = 1, [a,b] = c"?",[e,a] = b"), 其 中 
m> n, min{l,n}=1, v —1 或 者 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(14) (a,b,c | a^ = pP" = c" = 1,[b, c] = 1, [ea] = c", [a,b] = aP), 其 中 
min(/, m, n) — 1; 

(15) (a, b, c | aP = pP 
min(l, m, n} 

(16) aba | at =b?" = ct = 1, fb, c] = 1, [e, a] = a?c2, [a,b] = 2), XP h 2 2; 

(17) (a,b,c | a 2 9? = c = 1, [b,c] = 1, [c, a] = a? = c?, [a,b] = 62^); 

(18) (a, b,c, x | aP — bP™ = P" = gP = 1, [a,b] = x, [a, c] = c?" ,[b, c] = [r, a] = 
Ir, b] 2 [z,c] 2 1), $F l+m 3, min{l, m} = 1, #4 p=2 tt l+n 23; 

(19) (a,b, c, z | ap — p" = qe = gP = 1, [a,b] = c?" , [a, c] = z, [b,c] = [s a] = 
[r,b]] = [z, c] 2 1), 其 中 min(l,m 21, & p=2 f l+n È 3; 

(20) (a,b,c, x | aP ^. = b?" = c9" = g — 1, [a, b] = op , [a, c] = z, [b, ej sm [ma es 
[r, b] = [z, c] 2 1), 共 中 min(m,n) = 1; 

(21) (a,b,c, z | at = b?" = c* 2 y? = 1, [a,b] = z, [a, c] = a? = c2, [b,c] = |z, a] = 
Ix, b] = [z,e] = 1); 

(22) (a, b,c |0 — e* — 1,a? — 0n a,b] — &?, lad — 0 [D, c] 2 1). 

证 明 — ix M 为 G 的 指数 为 p 的 Ai 子 群 . E G = C, 则 G 为 定理 3.1.6 中 


m-i 


m--1 


= P" = 1, [b,c] = 1, [c, a] = €", [a,b] = a? ), 其 中 
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的 某 个 群 . 设 G/G' 的 型 不 变量 为 (p, p2, pns), 其 中 m 2 ma 2 ms. 则 G/G' 
的 二 元 生成 子 群 的 最 大 阶 为 ptm, 从 而 |M/G'| < p". 因为 M 为 G 的 极 
大 子 群 , 所 以 ma = 1. 另 一 方面 , 若 ma = 1, 则 定理 3.1.6 中 的 群 都 有 指数 为 p 的 
Ai THE. 此 时 可 得 定理 中 的 (T) 型 群 . 

E G'cz C2, 则 G 为 定理 7.1.7 PROJET BE. 检查 表 7.4 A 子 群 的 最 小 指 
数 , 可 得 定理 中 的 (IT) 型 群 . 口 
7.1.4 ”三 元 生成 导 群 为 C3 的 p 群 

本 节 将 决定 满足 e(G)« Z(G) 的 三 元 生成 导 群 为 C3 WAR p 群 . 还 将 计算 
出 所 决定 的 群 的 内 交换 子 群 的 最 小 指数 Ln 和 最 大 指数 Ima REZA, 还 将 朱 
出 其 中 的 亚 Hamilton 群 ( 即 非 交换 子 群 都 正规 的 非 交 换 群 ). 
设 G 为 满足 (G) < Z(G) 和 G' « C3 的 三 元 生成 的 有 限 p 群 , G/G' 的 型 不 
变量 为 | 


(p"1,p"^,p73) KP mi >m 2 ma, 
G/G' = (a4G^) x (a3G") x (a3G'), HEP o(a;G") 2 p"5*, i— 1,2,3. 
则 
G —(a1,a2,a3), G = ([a2, aa], [a3, a1], [a1, a2]). 
5 


t = [a2,a3], y — [a3, ei], 2 — [a1, a3]. 


Ej a e G', 可 设 a? = svoyvezvo, 其 中 i = 1,2,3. 此 时 得 到 一 个 域 F 上 
的 3 x 3 的 矩阵 w(G) = (wi). 注意 w(G) 是 随 生成 元 01,02,03 的 选择 而 变化 的 . 
FK w(G) 为 G 的 与 生成 元 a1,a2,a3 对 应 的 特征 矩阵 (简称 特征 矩阵 )， 在 本 节 中 ， 
w(G) 总 是 表示 G 的 特征 和 矩阵 . 

定理 7.1.14 设 p 为 奇 素数 , G 和 G 为 三 元 生成 的 有 限 p 群 满足 :更 (G) < 
Z(G), G' & C, G/G' 的 型 不 变量 为 (pmpm2 ,pms)， 其 中 m 2 m 2 ms. 3X 
G fe G 的 特征 和 矩阵 分 别 为 w(G) = (wij) 和 w(G) = (v). RJ GS G 当 且 仅 

711 T12 T13 

当 存 在 域 F, bejpiÉ4gM X — | ryp m T292 zoa | 使 得 w(G) = 


区 天 人 1 1798 gyp ama gs 


pj gip 9 "23 map ms 
T31 T32 T33 


det(X)^! Xow(G) X', 其 中 X2 = | 221 222 293p'"2a ("s 
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WEBB i w(G) 和 w(G) 对 应 的 生成 元 分 别 为 ar, a2,a3 和 a1,a2,63,9 为 从 G 
到 G 的 同 构 上 映射. 可 设 


20 — ,711,4712,213 / -0 — ,zx231p"1 "2 T22 223 / 
a 290145 ^a2'* (mod G), a5 za az raz (mod G'), 


d$ = as5ip 0 T9 a23* (mod G”). 
计算 可 得 
E E E E mag -—"m23 Te] — "3 m2—m3 
= [a2, ās]? - [a5, a5] = = [a d a2? ag, ata af aZ] 


— mi 一 TY 2" mi- m 
— g722%33—T23%32p™? Cay 221233P 17 72-Fz23231p"1 7739 xDZ21732 | S 


mp 
, 


—r22T31Dp 


m2-—ma mo-—ma 


j^ — q932T1sp | 


== 34—7 
一 ?337124/ 一 731713 US-pzggrii,T31712p"] 7"3—232711p 
z0 — 4712223 713722 y T1728 m13721p"7 (OU 11122 —&122231p'" 1 "2 


mima — toyiga p "4 "9 -L3X530:33p"4 8 


222433 一 T23 T32P 
及 1 一 | z32213p"?^""'3 一 133212 —$31213p ^ ^5 J- 833211 


212123 一 213122 —211223 + 213291p" "2 
221232p 1773 一 $9531 p ms 


jsp ms 一 $323211p"? "3 


0111122 — 112221p" "2 
mj 
y? x "iid QZ12P Eap “所 以 


wii Wi12 W13 
r - i mi -mM 711 — 
(Wi11; D12, D13) Xa = (z11,212p ^ 72, ,45771773)| wa wz wə |. (7.1) 


w31 32 33 
XL (元 521 Za22 z023) - (ab y = afa d di - 了 723 也 ` 所 以 


wii 3112 W13 
(D21, D22, W23) X1 = (£21, 722,723D ^ 73)| wor was wə |. (7.2) 


131 W32 W33 
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因为 (pun pes g'ss)? — (a y 一 QZ QZs2P azsasP “， 所 以 


wil W12 U13 
(Wa1, D32, D33) X1 = (£31, 132, T33)| ol wz wə |. (7.3) 


131 w32 W33 


Zi Tip ™ me qgpmi ms 
4 X;—-| za T22 z23Dm2 -ms |. 由 等 式 (7.1) 一 (7.3) 可 得 


T31 T32 T33 


T11 T12 T13 
$X-| jp T22 z23 |. W Xi = (X, 其 中 dem x 的 转 
Gorp LMA ja amma ag 


置 , X* 表示 X 的 伴随 矩阵 . 在 等 式 (7.4) 两 边 右 滋 det(X)-1 X' 可 得 
w(G) = det(X)-! Xow(G)X'. (7.5) 


T11 T12 T13 
男 一 方面 ， ETER E, ERTER A = gaps ma T22 T23 
gap mme map "a wea 


使 得 等 式 (7.5) 成 立 , 则 易 验 证 


. Til pT12 nT13 — 131p"1 "2 7T22 X23 = T3131p™1 ™3 ra2p™2 ™3 T33 
0 : 01 ma a5"?a3?,à3 > ai Q2 03??,03 — ài az az 


为 人 G 到 G 的 同 构 映射 . 口 
当 p=2 且 m2 > 1 时 , FA (7.1) 一 (7.3) 仍然 是 成 立 的 . 当 p=2, mi: >1 且 
ma — ms = 1 时 , 等 式 (7.1) 成 立 , 但 等 式 (7.2) 和 (7.3) 变 成 了 


wii Wi2 W13 
(D21, D22, W23) KX1 = (T21, T22, T23) | w21 w22 wə3 | + (T22£23,0,0) (6.2") 


131 W32 W33 


1011 W12 W13 
(sl , D32, D33) X1 = (£31, 132, £33)| w21 w22 wes | --(x32233,0,0). (6.3) 


w31 W32  w33 


因此 得 到 下 面 的 定理 . 
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定理 7.1.15 设 G@G 和 G 是 三 元 生成 的 有 限 2 群 , 满足 @(G) < Z(G), G' S 63, 
G/G' 的 型 不 变量 为 (270, 272,23). Xp mi 2 ma 2 ma 且 m2>1. 设 G 和 GG 的 
特征 矩阵 分 别 为 w(G) = (wij) e w(G) = (jj). f GSG 当 且 仅 当 存在 域 FE。 上 

Til T12 T13 
(jp i E X — a DT 93 T22 T23 使 得 w(G) = Xow(G)X' 成 
23127317773  q342'12 "3 33 
Ti 2,22" "9 gigami ms 
i, 其 中 X2— | za 122 0932 2 m3 
T31 T32 T33 

定理 7.1.16 设 G 和 G 为 三 元 生成 的 有 限 2 群 满足 : 9(G) < Z(G), G' S 
C$, G/G' 的 型 不 变量 为 (272,2,2), 其 中 m > 1. 3E G fa G 的 特征 矩阵 分 别 为 
w(G) = (wij) 和 w(G) = (wj). MJ GSG 当 且 仅 当 存在 域 Fz Li Tit X = 


l zi2 13 0 0 0 
0 z22 Tə | RA x21,731 € F2 44} w(G) = Xow(G)X'--| zzza 0 0 |, 
0 £32 33 1232233 0 0 
1 0 0 
其 中 X2= | zi zz zz |- 


T31 T32 T33 
下 面 计算 A 子 群 的 最 小 指数 和 最 大 指数 . 
定理 7.1.17 设 G 为 三 元 生成 的 万 群 满足 : PG) « Z(G), G' « C$, G/G' 的 
型 不 变量 为 (pm ,pma2,pmsa),， 其 中 mi 2 mo 2 ms. 则 ms € Imin & ms +2, 并 且 
(1) Imin = ma 当 且 仅 当 存在 G 的 特征 矩阵 w(G) = (wi;) 满足 
j 


f 
rank "X A lu 2; 
w21 22 
(2) Æ rank(w(G)) 2 2, 则 ma € Imin € ms + 1; 


(3) 若 所 有 的 特征 和 矩阵 都 满足 rank(w(G)) < 1, A) ma +1 € Imin € ma +2. 此 
时 Tain =m +1 当 且 仅 当 存在 G 的 特征 矩阵 w(G) = (wij) 满足 


rank ( WEE CS = l. 
w21 W22 

证 明 设 DD 为 G A TE. 因为 DG'/G' 是 G/G' 的 二 元 生成 的 子 群 , 所 
以 |G/G' : DG'/G'| > p"*. 因此 


IG : D| = |G : DG'||DG'/D| = |G/G' : DG'/G"||G' /G' n D| > pms. (7.6) 
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男 一 方面 , (a1,a2) 的 指数 至 多 为 pms+2. 因此 ma € Imin S ma 十 2. 
(1) # Imn = m H D € A 满足 |G : D| = p, 由 等 式 (7.6) 可 得 G" < 
D 且 D/G' 的 型 不 变量 为 (pm ,pm2)， 注 意 到 交换 p 群 的 最 高 阶 元 一 定 为 直 积 
因子 , 不 妨 设 D = (a1,az)， 因 为 G < D, 所 以 Ka? ,aB z) = p*. BRE 
wil i2 W13 


w w 
rank w1 W22 W23 = 8. 从 而 Tank zs. 
0 0 1 w21  w222 


另 一 方面 , EERIE w(G) 满足 rank ( SSN Su ! = 2, 则 (a1,a2) 的 
w21 W22 
指数 为 ps. 因此 Imin = ma. 


(2) 若 rank(w(G)) > 2, 4$ Imn = m +2, WU |(a9”,a3”,z)| = p， 因 此 
Wi] Wi2 13 0 0 wg | 
wn wz w | 的 秩 为 1. 从 而 w(G)=| 0 0 wg |. 因为 rank(w(G)) 2 
0 0 1 w3ı W32 33 


2, 所 以 (w13, w23) £ (0,0). 不 妨 设 w3 40. € D= (a103, a2). 容易 验证 DNG > 
(z,2). 因此 的 最 大 指数 为 pr"s+1. 这 与 Imin = ma 十 2 矛盾 . 
(3) 车 所 有 的 特征 矩阵 都 满足 rank(w(G)) < 1, 由 (1) 可 得 Imin 2 ma +1. 
HDA GE Ai 子 群 且 DG'/G' = (页 ) x (g2), 其 中 o) = p" H o(92) = 
对 于 ge 了, 存在 i j,k 使 得 g = giga? [gi g)". 容易 验证 g € G^ 当 且 仅 当 pli H 
p"|j. 因此 DAG = (g^, go? ,[g1, 92]. 因为 rank(w(G)) < 1, 所 以 |D n G'| < p?. 
当 Imin = ms 十 1 H D € A MÆ |G : D| = pms+l 时 , 由 等 式 (7.6) 可 得 DG" /G' 
的 型 不 变量 为 (pm: p). 因此 可 设 D = (a,a2). 因为 |(aZ , a2 ^ ,2)| = p?, 所 以 
Wil Wi2 Wi3 


二 wii 112 
rank| ws; wz wz | —2. 因此 | e. 


0 0 1 w21 1922 
男 一 方面 , 者 存在 特征 矩阵 w(G) 满足 rank | " x = 1, 则 (a1,a2) 为 
21 22 
指数 为 peti 的 A TE, 因此 Imin = ma + 1. 口 


定理 7.1.18 ik G 为 三 元 生成 的 群 满足 : O(G) < Z(G), C « C2, B G/G" 的 
型 不 变量 为 (pma,pma2 ,pms), 其 中 mi 2 ma 2 ma. 则 mi € Imax € mi +2, 并 且 
(1) Imax = mi +2 当 且 仅 当 存在 G 的 特征 和 矩阵 w(G) = (wi) 满足 


122 W23 
ES 0; 
w32 33 


(2) 若 所 有 的 特征 矩阵 都 满足 rank(w(G)) € 1, W mi +1 € Imax € mi 十 2; 
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(3) 若 所 有 的 特征 矩阵 都 满足 rank(w(G)) —3, 则 mi € Imax € mi + 1; 
(4) E Emax X m; + 2, 则 Imax = mı + 1 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(a) 存在 G 的 特征 矩阵 w(G) = (wi) 满足 rank ( | = 


w32  Ws33 


(b) mi = ma +1 且 存在 G 的 特征 矩阵 w(G) = (wij) 满足 


rt 
w31  w33 
证 明 X DOG A 子 群 . 因为 
(D) < DNE(G) < DnZ(G) < Z(D) = 9(D), 
故 e(D)-Dne(G). 因此 |G/G' : DG'/G'| < p", BÀ IG'nD|2z p, W 
IG : D| = |G : DG'"||DG'/D| = |G/G' : DG'/G"||G' /G' n D| < p™ P. (7.7) 


因为 (a2, G3) 的 指数 至 少 为 p", 所 以 mi S Inax & m +2. 
(1) i Lx = mi 十 2, X Dc A 满足 |G : D| = pmt, 则 由 等 式 (7.7) 可 
得 |G' n D| = p B. DG'/G" 的 型 不 变量 为 (p, ps). 不 妨 设 D = (az, as)， 因 为 
1 0 0 
[CA^ MNT T =p, 所 以 rank w21 W22 W23 =1. 因此 | —— ) = 0. 


Wa2 33 
31  w32 33 


另 一 方面 , 车 存在 特征 矩阵 w(G) 满足 | “ s ) =0, 则 (az,as) 为 G 的 


32 33 
指数 为 pmt? 的 Ai TÆ. 因此 Imax = ma 十 2. 
(2) 假设 结论 不 成 立 则 Imas = mi， 此 时 (az,as) Æ G 中 的 指数 为 p". 
1 0 0 
因而 |(z,ab ab )| = 如 此 时 矩阵 | wa wa wz3 | 为 可 道 和 矩阵 ， 这 与 
131] W32 W33 
rank(w(G)) < 1 FJE. 因此 Imax > mı +1. 

(3) 由 (1) 可 立 得 , 

(4) 车 条 件 (a) RX, 则 |(z,a3“,a3“)| = p^. 因此 (oa,as) 在 G 中 的 指数 为 
pri, 车 条 件 (b) 成 立 , WU] |(y,a? ,as”)| = p. 因此 (a1,a3) YE G 中 的 指数 为 
prat? 二 pmit1l, 所 以 有 Imax = mi +1. 

另 一 方面 , # Imax 二 mi 十 1, 设 De A MÆ |G: D| = p, W |D] = 
pma+ms+2. 因为 |D/G'ND|=|DG'/G'| > p"2*"5, 所 以 |G@'ND|< p. 

情形 (a) FED eA NEIG:D|-p"-* H |G'n D|- p. 
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KX |DG'/G'| = |D/G'nD| = pm+ms, 所 以 DG'/G' 的 型 不 变量 为 (pma,pms) 
1 0 0 
不 妨 设 D = (az,a3). 因为 [G'N D| = p?, 所 以 rank| wa wz wz | —2. 因此 
w31 W32 W33 


zi CZA Sega ) — 1. 条 件 (a) 成 立 . 


w32 33 

情形 (b) |G'nD| — p 对 所 有 的 满足 |G : D| = p^! 的 A TE D 成 立 . 

此 时 [DG'/G'| = |D/G' n D| = prz*ms*i1, 进一步 , DG'/G' 的 型 不 变量 为 
(da BEST (pmo, goto), 

子 情形 (bi) DG'/G' 的 型 不 变量 为 (p+, pms)， | 

者 存在 a1 E€ G 使 得 G = (D,a) H a1G' 为 p" 阶 元 , 不 妨 设 D = (azb as), 其 
中 be B(G). 因为 |(z,a8“)| =p, 所 以 |(z,a8 aS )| <p?, 即 |G'N(az,a3)| < p’. 
因此 |G : (az,a3)| > p™t1， 因 为 Imax = mi 十 1, 所 以 |G: laz, a3) = Dmai+l H. 
[e A (a2, a3)| =p, 这 与 情形 (b) 的 假设 矛盾 . 

者 存在 a: € G 使 得 G = (D,a;) 且 a2G' 为 pe 阶 元 , 则 由 上 面 的 讨论 可 不 妨 
设 m > ma. 因为 |G/G' : DG'/G'| < p2, 所 以 

IG : D| = |G : DG"||DG'" : DI < p"*|G"/G' n D| = maz+2， 

因为 Imax = mi 十 1 所 以 mi = ma +1 E |G : DG'| = p. 因为 DG'/G" 的 型 不 
APTE (p":,p"3), 不 妨 设 D = (a1,a3). 因为 IG! D| — p, 所 以 


111 Wi2 W13 
rank 0 1 0 = ]. 
131 W32 W33 


因此 | E WES = 0. 条 件 (b) 成 立 . 


W31 33 

若 存 在 a3 € G 使 得 G —(D,as) H. aaG' 的 阶 为 ps, 不 妨 设 D = (a1,a3). 因 
此 mi = m +1 H m; = ms. 这 就 转化 为 了 G = (D,a2) 的 情形 . 

子 情形 (b2) DG'/G' 的 型 不 变量 为 (pm, peti), 

E ma = ma, 则 问题 可 转化 为 子 情形 (b1). 因此 以 下 可 设 ma > ma. 

d G = (D,a), 不妨 设 D = (az,asc), 其 中 ce (G). 因为 (za Y] = p, 所 
以 (maf a8 )) < p’, BI [G'N (az, a3)| < p°. 因此 |G : (oa,as)| > pt. 因为 
Imax = mi +1, 所 以 |G : (a2,a3)| = p"***. H. |G' n (a2,a3)| = p?. 这 与 情形 (b) 的 
假设 矛盾 . 

di G = (D,as), 则 可 不 妨 设 D = (a1,a3c), 其 中 c € (G). 此 时 m1 = ms, W 
题 可 转化 为 G = (D, a1) 的 情形 . 
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若 G= (D, a3), 不 妨 设 D = (a1, a2). 此 时 mı = mo = ma + 1. 因此 feas 2 
ma 十 2. 因为 |G/G' : DG'/G'| = p"5, 故 |D G'| = 到 ,与 情形 (b) 的 假设 矛盾 . O 


1. mı > ma > ma 的 情形 


下 面 处 理 m > ma > ms 的 情形 . 

定理 7.1.19 设 G 为 三 元 生成 的 有 限 p HRA: 9(G) < Z(G) 和 G « Gy. 
X G/G' HAREA (p, 72,93), 其 中 m > ma > ma, 则 可 适当 地 选择 G 
的 生成 元 , 使 G 的 特征 矩阵 为 下 列 和 矩阵 之 一 . ( 0 为 一 个 固定 的 模 奇 素数 p 的 平方 
FARA, vy = 二 1 3 0, tz 0. 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 .) 


10 0 100 0 0 t 
(A1)| 0 n 0 |,vv221íàm (2| 00 1 |; (43/010 
0 0 w 0 t 0 100 
0 0 1 010 | 0 t 0 
(j| 100]; (495[|00 1 |; (9|100]; 
0 1 0 1 0 0 0 0 1 
100 100 0 0 1 
(BIY| 0 5z 0 |; (B2|]0011; (B3|0 108]; 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 1 100 
(B4|00 1 |; (B)| 0 0 0 |; (B86)|0 0 0 |; 
0 0 0 0 1 0 0 0 v 
上 0 0 0 1 0 0 0 0 
(B7) | 0 0 0 |; (B8)| 0 0 0 |; (B9)10 10 i; 
010 0 0 1 100 
0 0 0 0 0 0 0 0 
BOI 00 1 |; (Bi) | 100 [;(B12]| 1 00 [; 
100 0 0 1 0 1 0 
0 1 0 0 0 t 0 0 1 
(B13) | 0 00 [;(Bi4| 000 |; {B1511 0 0 j; 
100 100 0 0 
0 t 0 000 0 0 0 
(B16) | 1 0 0 (B17) | 0 10 |; (Bl8) | 00 1 |; 
0 0 0 0 0 v 0 t 0 
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1 0 0 0 1 0 0 0 1 
(C1) 000]; (C2) 0 0 0 [; (C3) 0 0 0 |; 
0 0 0 0 0 0 0.0 0 
0.0 0 0.0 0 0.0 0 
(Cà)|100]|; (c5)|lo10 |; (€690| 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
(C7) 0 0 0 [; (C8) 0 0 0 |; (C9) 0.00 ļ; 
0 0 1 0 1 0 1 0 0 í 
0 0 0 | 
(C10 | 0 0 0 
0.0 0 
证 明 设 G 和 G 为 满足 定理 条 件 的 两 个 群 由 定理 7.1.14 和 定理 7.1.15, G & 
svu 0 0 211 T12 13 
G 当 且 仅 当 存在 可 逆 和 矩阵 Xo = | zo zzz 0 M X= 0 £22 T23 
T31 T32 T33 0 £33 
使 w(G) = det(X) `! Xaw(G) Xt. 
T11 0 
注意 到 Xo 可 以 分 解 为 0  z29 zatz 0 |, X* 也 
T33 731733. 132133. 1 


有 类 似 的 分 解 , 可 用 rT Hi (G). 


第 I 类 变换 . 取 X2= | zi 1 和 X = Es 为 单位 矩阵 . W w(G) = 
231 232 1 
Xaw(G). BJ: 将 第 一 行 的 ra 倍加 到 第 二 行 , 将 第 一 行 的 z31 倍加 到 第 三 行 , 并 且 
将 第 二 行 的 zsz 倍加 到 第 三 行 . 
第 IL 类 变换 . 取 X = X = diag(zll,z22,zZ33). 则 w(G) = det(X) 1 Xw(G)X. 
1 0 0 
第 III 类 变换 . 取 X = E M Xt= | ro 1 0 |. 则 ww(G)=w(G)XE 
213 T23 l 
即 : 将 第 三 列 的 cis 倍加 到 第 一 列 , 将 第 三 列 的 z23 倍加 到 第 二 列 , 并 且 将 第 二 列 
的 zio 倍加 到 第 一 列 . 
di w(G) = det(X)-! Xgw(G) X', 则 对 w(G) 依次 实施 第 I, IT, III 类 变换 就 可 
以 得 到 w(G). 
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应 用 第 工 类 变换 和 第 TII 类 变换 可 以 将 w(G) 转化 为 每 行 和 每 列 至 多 有 一 个 非 
零 元 的 矩阵 . 下 面 不 妨 设 w(G) = (wi;) 和 w(G) = (wi;) 都 是 这 样 的 矩阵 . 
断言 (a) Vi,j, Dij # 0 当 且 仅 当 wi z 0; (b) w(G) 可 由 w(G) 应 用 第 二 类 
1011 0 0 
变换 得 到 . 以 下 分 情况 证 明 以 上 断言 . FEX w(G)—| 0 0 wg |, 其 中 


www X 0 的 情形 给 出 证 明 . 计算 可 得 


det(X)w(G) = X2w(G)X' 


T1111 0 0 
== 221111011 + 21312213 1231221723 12215331023 . 
13112111] + T122331/32 + 113132123  1221331U/32 十 22312321093 T32T33 W23 


因为 z? wii #0 E 222233w23 7-0, 所 以 有 £23 — 235 = 0 和 


r^ wi 0 0 
w(G) = det(X)~* 0 0 222233093 | = det(X) ^Xw(G)X, 
0 722133132 0 


其 中 A 三 diag(Zll,Z22,2Z33). 因此 w(G) 与 w(G) 同型 ， 可 由 w(G) 经 第 II 类 变换 
得 到 . 


uj 0 0 
者 w(G) = 0 0 wa |, F wiiwoswsz #0, WE X = diag(wos, w23, 
0 ?sz 0 
1 0 0 
w1) 后 可 得 w(G)- det(X)!Xw(G)X = | 0 0 1 |. 此 时 可 得 矩阵 
0 32153. 0 
(A2). 易 验证 不 同 的 参数 t 对 应 的 群 互 不 同 构 . 
若 w(G) 的 秩 为 3, W w(G) 为 以 下 六 种 类 型 之 一 : 


1011 0 0 11 0 0 0 0 1013 
(1) 0 wo» 0 |; (2 0 0 wg |; (3) 0 uw 0 |; 
0 0 1033 0 132 0 131 0 0 
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与 矩阵 (A2) 类 似 , 我 们 可 得 到 特征 矩阵 (A1) 一 (A6). 对 于 rank(w(G)) = 2, 可 得 特 
征 矩 阵 (B1)—(B18). 对 于 rank(w(G)) = 1, 可 得 特征 矩阵 (C1)—(C9). w(G) = 0 
时 即 和 矩阵 (C10). 口 
下 面 我 们 举例 说 明 如 何 利用 定理 7.1.17 和 定理 7.1.18 ER Imin 和 Imax. 
定理 7.1.20 ” 设 有 限 p 群 G 特征 矩阵 为 定理 7.1.19 中 的 (B18)， 则 Imin = 
m3 +1, # mı > m +1 h} Imax = Mmi, $ Mmi = m +1 时 Imax = M1 + 1. 
证 明 ”因为 rank(w(G)) = 2, 所 以 由 定理 7.1.17 (2) 可 得 ma € Imin € ms +1. 
rii 0 0 
由 7.1.17(1) J Imin = ma 当 且 仅 当 存在 可 道 矩 阵 X = | za x22 0 
T31 | 732 T33 


I1] 712 T13 


和 和 =| 0 za za | 以 及 w(G) = deX)- Xow(G)X* = (üy) 使 得 
0 0 T33 
| "n ea 为 可 逆 矩 阵 , 计算 可 得 
w21 222 f 
0 0 0 
det(X)w(G) = 222113 122123 129333 |- 
[233112 + 132113 1133122 + 1732123 1321733 
因为 | iow 不 可 道 , 所 以 Imin = ms 十 1. 因为 可 逆 , 由 定理 
W21 W22 1U33 


7.1.18 可 得 Imax Z m +2 H 7.1.18 (4) 中 的 条 件 (a) 不 成 立 Ue 219 = z33 = 0, 则 
Hn "5 |o. 因此 定理 7.1.18 (4) 中 的 条 件 (b) Bri EOC5 m = ma 1. 
31 33 

因此 当 m; > ma -- 1H Imax = mi, 34 m, = ma +1 BT Imax = ms +1. [] 

与 定理 7.1.20 类 似 的 方法 可 以 给 出 下 面 的 定理 . 

定理 7.1.21 HATIR p 9E G 的 特征 矩阵 如 定理 7.1.19 所 列 . 则 

(1) Æ Imin = ma, 则 G 的 特征 矩阵 为 : (A1)—(A6), (B1)—(B4), (B15), (B16); 

(2) 若 Imin = Mma +1, 则 G W 4FAEAET- 77: (B5)—(B14), (B17), (B18), (C1)— 
(C6); 

(3) Æ Imin = ms +2, 则 G 的 特征 矩阵 为 : (C7) 一 (C10); 

(4) Z Imax = mi 十 2, 则 G 的 特征 矩阵 为 : (B13) 一 (B16), (C1) 一 (C4), (C9), 

(C10); 

(5) Æ Imax = mi + 1, R) G 的 特征 矩阵 为 : (A3) 一 (A6), (B1) 一 (B12), (B18), 其 

中 m; = m + 1, (C5)—(C8); 
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(6) Æ Imax = mi, 则 G 的 特征 矩阵 为 : (A1), (A2), (B17), (B18), 其 中 m, > 
m» 十 1. 


2. mj > m= ma 的 情形 


本 小 节 假 设 p> 2 或 者 m2 > 1. p=2 且 mz = ms = 1 的 情形 放 在 最 后 处 理 . 

定理 7.1.22 设 G 为 三 元 生成 的 有 限 p 群 满足 鲁 (G) < Z(G) 和 G' 兰 C3. 车 
G/G' 的 型 不 变量 为 (pma ,pm2,pm2) 其 中 p= 二 2 时 mz > 1, m > ma — ms, NTE 
当选 择 G 的 生成 元 使 得 G 的 特征 矩阵 为 下 列 和 矩阵 之 一 . ( 7 为 一 个 固定 的 模 奇 素 
数 p 的 平方 非 剩余 ,二 1 或 mt 关 0,7 二 1,2,…,p 一 2. 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 
同 构 .) 


(1) p 为 奇 素数 ， 
i UU Q 0 1.0 0 
(D))|0 o i (D2) | 0 wv 1 |; D3[o 1 0|]; 
0 —1 0 —1 0 00v 
1 0 0 
(DA)| 0 1 1 |; 
0 —1 j 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
E1) | o 0 1].;(E2]|0 1 1 ;(E3|010f]; 
0 -1 0 0 一 1 0 0 0 v 
0 0 0 
(EA) 1 1 je 
| 一 1 r 
(2) p = 2. 
1 0 0 1 0 0 1.0 0 
(D5) | 00 1 |; (09[o0o10]|; (D)| 1 ; 
0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 -- 
(E5)]00 1 |; (Eo)| 0 1 0 |; (ED) | 010 ) 
0 10 0 0 1 dili: 
(3) p 为 任意 素数 . 
0 0 1 0 
(D8)| 010 |; |100| 
t 0 0 0 0 
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1 0 0 1 0 0 0.0 0 
(E89 |0o0 1]; (E9)|0o 0 0o |; (Ei0| 0 O0 1 
0.0 0 0 0 v 1 0 0 
0.0 0 0 0 1 0 0 1 
(B11) | 100 |; (E12|0 10 |; (El2| 00 0 
0. 0 1 0.0 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
(E14) | 10 0 |; (Ei)| 000 |; 
0 0 0 t 0 0 
1 0 0 0.0 0 0.0 0 i 
(F1)| 0 0o 0o |; F2) |0 0 1 |; F3) 0 0 0l; 
0 0 ] 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 
(F4) | 10 0 |; (F5)| 0 00 |; F9|o00 
0 0 0 0-0 0 0 0 0 
证 明 设 G 和 G 为 满足 定理 条 件 的 两 个 群 。 由 定理 7.1.14 和 定理 7.1.15, 
zi; 0 0 til Ti2 13 
G S G HENAFF AKE X2=| T2 T22 T23 M X= 0 £22 23 
T31 T32 T33 Ü £32 33 


使 得 w(G) = det(X)-! Xaw(G) Xt. 
; | 0 0 zı 0 0 
注意 到 X 可 以 分 解 为 tais 1l 0 0 xo za |. Xt 也 有 类 似 
23173,;, 0 1 0 T32 33 


的 分 解 , 可 以 用 以 下 三 种 变换 去 简化 矩阵 wG). 


T11 0 0 
第 I 类 变换 . 取 Xo = X = 0 z2 zə |. W w(G)= det(X)-! Xw(G)X'*. 
\ 0 T32 733 
1 0 0 
第 II 类 变换 . 取 X2 三 x31 1 0 和 X = Es. Ju w(G) = Xaw(G). Bp: 
T31 D 1 
将 第 一 行 的 zzl 倍加 到 第 二 行 , 并 且 将 第 一 行 的 si 倍加 到 第 三 行 . 
1 0 0 


第 III 类 变换 . 取 X = Es 和 Xt= | mig 1 0 |. 则 w(G) = w(G)X*. B: 
T13 0 1 
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将 第 三 列 的 zis 倍加 到 第 一 列 , 并 且 将 第 二 列 的 219 倍加 到 第 一 列 . 

若 w(G) = det(X)-LX2w(G)X5 则 对 w(G) 依次 实施 第 LIL ITI 类 变换 就 可 以 
得 到 w(G). 

先 按照 w(G) 的 第 一 行将 矩阵 w(G) 分 为 三 种 类 型 : 


ui 0 0 0 0 0 
(a) xo x x |, 其 中 wi z 0; (b) | * wz wə |; 
* ko * W32 33 


* Wi2 W13 

(c) | x» x  * |, 其 中 (w, w3) z (0,0). 

无 论 应 用 第 几 类 变换 , 都 不 能 改变 w(G) 的 类 型 . 因此 以 上 三 种 不 同类 型 的 算 
阵 对 应 的 群 互 不 同 构 . 

情形 1 w(G) 为 (a) 型 矩阵 ， 

应 用 第 I 类 和 第 II 类 变换 , w(G) 可 以 被 简化 为 (a): diag, W). 易 验 证 , 两 
个 (a^) 型 的 矩阵 w(G) 和 w(G) 对 应 的 群 同 构 当 且 仅 当 w(G) 可 由 w(G) 经 第 I 类 
变换 得 到 . HI 


w(G) = diag(1, W) = det(X) ! Xdiag(1, W)X' = det(X) ! Xw(G)X', 
其 中 X —diag(zii, Y), Y AIÈ Fp 上 的 2x2 TAERE. 计算 可 得 , z11 = det(Y) H 
| W = det(Y) ?YWY'. (7.8) 


4 Z —det(Y)-!Y. W W = ZWZ', B] W Al W 合同 . 由 引 理 3.2.3 一 引 理 3.2.5 可 
得 特征 矩阵 1D1) 一 (D7), (E8)—(E9) 和 (F1), 并 且 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 . 
情形 2  w(G) 为 (b) 型 矩阵 . 


无 论 应 用 第 几 类 变换 , 都 不 能 改变 W = | SE ON ) 的 秩 . 因此 秩 不 同 的 


w32 33 
W 对 应 的 群 互 不 同 构 , 
子 情形 2.1  rank(W) = 2. 
应 用 第 III 类 变换 , w(G) 可 简化 为 (b1): diag(0, W). 易 验 证 , 两 个 (b1) WAJE 
EE w(G) 和 w(G) 对 应 的 群 同 构 当 且 仅 当 w(G) 可 由 w(G) 经 第 工 类 变换 得 到 . BI 


w(G) = diag(0, W) = det(X)"! Xdiag(0, W)X* = det(X) ! Xw(G)X'. 
其 中 X —diag(zii, Y), Y AIÈ Fp 上 的 2 x2 MYKERE. 计算 可 得 


W = det(Y) !YWY'. (7.9) 
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这 说 明 W 和 W 次 合同 . 由 定理 3.2.3 和 定理 3.2.4 可 得 矩阵 (E1)—(E7), 并 且 不 
同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 . 

子 情形 2.2 rank(W)- 1. 

应 用 第 I 类 变换 , 其 中 x = diag(A7! det(Y)71, Y), Y XIR F, 上 的 2x2 ufu 


0 0 i 0 1 
矩阵 , w(G) 可 简化 为 | Ptr } 由 定理 3.2.5, 不 妨 设 W = ( : 或 


者 | } 因此 得 到 两 种 类 型 的 矩阵 : 


0 0 0 0 0 0 | 
(b2) | # 0 1 |; (b3)| #* 0 0 i 
* 0 0 * 0 l1 
应 用 第 III 类 变换 , 可 进一步 得 到 以 下 简化 后 的 两 类 和 矩阵 ; 
0 0 0 0 0 0 
(b2) | 0 0 1]; (b3)| ua» 0 0|- 
w3 0 0 0 0 1 


因此 可 得 矩阵 (E10), (E11) 和 (F2), (F3). 

子 情形 2.3 W=0. 

Ti (w21,w31) Æ (0,0), 应 用 第 I 类 变换 可 得 矩阵 (FA). 24 (woi,wa1) = (0,0) 
时 , w(G) 为 矩阵 (F5). 

情形 3 w(G) 为 (c) 型 矩阵 . 

由 第 I 类 变换 , D (wa, w) = (0,1). 进一步 , 应 用 第 r1 类 和 第 II 类 变 

0 0 1 

换 , w(G) 可 简化 为 (c) | * wa 0 |. FER wz 的 取 值 分 为 两 种 类 型 : 


* *x 0 


0 0 上 0 0 1 
(cl) | * wz 0 |, 其 中 w2 #0; (2)|] * 0 O0 |]. 
* +* 0 * 132 0 


断言 ， 特 征 和 矩阵 分 别 为 (cl1) 型 的 (c2) 型 的 两 个 群 互 不 同 构 ， 否 则 , 存在 群 
Wal 132 0 


0 0 1 
G, 它 的 一 组 生成 元 01,02,03 对 应 的 特征 和 矩阵 为 w(G) = | Wol wə 0 | 其 中 


131 1359 0 


0 0 1 
wz 关 0, 男 一 组 生成 元 à1,ü2,ü3 对 应 的 特征 矩阵 为 w(G) = | Ña 0 0 | 
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Zll 0 0 
由 定理 7.1.14 和 定理 7.1.15, FETTY X2 = | zol za gzz | M X = 
T31 T32 T33 
Til T12 13 
0 £22 23 使 得 w(G) = det(X) Xz2w(G)X*. 58, X2w(G)X' 的 第 
Ü £32 233 
一 行 第 二 列 的 元 素 为 zurz. AE 23 = 0. 进一步 有 det(X) = ziiz22733. i 
算得 det(X)-! Xow(G) X* 的 第 二 行 第 二 列 的 元 素 21, rz rzw Z0. 与 w(G) = 
det(X)-! Xow(G)X* F. 
子 情形 3.1 w(G) 为 (c1) 型 矩阵 . 


用 如 下 变换 去 简化 w(G): 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 
i || 
* * 0 * 0. 9 131 0 0 
0 0 1 
P 0 i0 
AX —(01 ,1,w 
ag(1,1,w22) wa O 0 


用 类 似 于 子 情形 3.1 前 的 讨论 可 得 , 不 同 的 ws; 对 应 的 群 互 不 同 构 . 此 种 子 情形 下 
最 后 得 到 和 矩阵 (D8) 和 (E12). 

子 情形 3.2 w(G) 为 (c2) 型 矩阵 . 

车 w(G) Brit, 则 wa #0 且 waa 0. 此 时 用 如 下 变换 去 简化 w(G): 


0 0 1 0 0 1 0 1 
wi; o o | SPESA | 0 O PIREN 100 
X —diag(1ws2,1,121) 
* w32 0 0 w32 0 1 0 
因此 得 到 矩阵 (D9). 
= w1 = 0 HR. 1U32 Æ 0 B, 用 如 下 变换 去 简化 w(G): 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 
0 0 0 | 825235, | 5 0 0 第 I RRK 0 
X —diag(132,1,1) 
* w32 0 0 w32 0 0 1 0 


AKESE RE (E13). 
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1 0 0 
series: 1 0 LE 


0 wal w2 


0 0 1 0 0 1 
wu; 0 0 | 简化 为 | 1 0 0 |. 因此 得 到 矩阵 (E14). 
us; 0 0 0 0 0 
| 0 0 1 
34 wa = w = 0 时 , 用 第 II 类 变换 可 将 w(G) 简化 为 0 0 0 |. 因此 
w31 i 0 
得 到 矩阵 (E15) 和 (F6). 


用 类 似 于 子 情 形 3.1 前 的 讨论 可 得 , (E13) 一 (E15) 中 不 同类 型 的 矩阵 对 应 的 群 
互 不 同 构 , 不 同 的 上 得 到 (E15) 型 矩阵 对 应 的 群 也 互 不 同 构 . | 口 

下 面 再 给 出 一 个 计算 Imin na 的 例子 . 

定理 7.1.23 设 G 为 以 定理 7.1.22 中 的 和 矩阵 (E4) 为 特征 矩阵 的 有 限 p 群 . 则 
Imin = Mm +1, 3 mi ma-c1 AA -=r g (F5)? M Imax = mi, Zi mi — ma £1 EA 
—r € (F5)? 时 Imax = mi + 1. 

证 明 ”因为 rank(w(G)) = 2, 所 以 由 定理 7.1.17 (2) 可 得 ma < Imin € ms +1. 


T11 0 0 
由 定理 7.1.17 (1), Imin =m 当 且 仅 当 存在 可 逆 和 矩阵 X2 一 | 2231 T22 T23 和 A m 
T31 T32 T33 


Til 12 T13 


0 z2 z3 | 以 及 w(G) = det(X)-!1X2w(G)Xt = (D) 使 得 ( E SM ) 
w21 W22 
0 £32 33 


me ev- (7 m aw- (1 SELL 


T32 T33 


det(X)w(G) — i d 
YW (x12, 713)' YWY' 


0 0 0 
x * * 
2 2 
112132 — 112733 + TI13133 + 1713132 * T32 + TT33 


W21 W22 


因为 | odis 不 可 道 , 所 以 Imin = ma + 1. 
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BA YWY: 可 道 , 所 以 由 定理 7.1.18 可 得 Imax 关 m +2 且 定 理 7.1.18 (4) 
中 的 条 件 (a) 不 成 立 . 者 —r 为 模 p 的 平方 非 剩 余 , 则 zs + rz33 #0. 因此 定理 
7.1.18 (4) 中 的 条 件 (b) 不 成 立 . 此 时 Aaa = mi. 当 —r = s? 时 , 取 zlz = 732 = 


sra = sz13 可 得 | “0a “13 | = 0. 因此 定理 7.1.18 (4) 中 的 条 件 (b) 成 立 当 
w31 33 | 


且 仅 当 mi = ma 十 1. 因此 , 当 mi > ma 4 1 时 Imax = mi, %4 m = m: +1 了 时 
lax = ma +l. [] 

与 定理 7.1.23 的 证 明 方 法 类 似 可 得 下 列 定 理 . 

EH 7.1.24 ik G 为 Dp 群 ,其 特征 矩阵 为 定理 7.1.22 中 所 列 矩 阵 之 一 . 则 

(1) 若 Imin = ma, 则 G 的 特征 给 阵 为 下 列 和 矩阵 之 一 : (D2) 一 (D4), (D6)—(D9), 
(E8), (E9), (E12)—(E15). | 

(2) Z Imin = Mma +1, 则 G 的 特征 和 矩阵 为 下 列 和 矩阵 之 一 : (D1), (D5), (E1)— 
(E7), (E10), (E11), (F1)—(F4), (F6). 

(3) 若 Imin = ma +2, N) G &j HrAEAE EA (F5). 

(4) Æ Imax = mi +2, N) G HAEE A TAEZ: (E14), (E15), (F1), 
(F4)—(F6). 

(5) 若 Imax = mi + 1, N) G H AHERE A F 9] 48 M- 2 —: (D8), (D9), (E1), (E2), 
其 中 mi = m + 1; (E3), EF mi 2 m:+1 B -v € (F5)*; (E4), 其 中 ma 2 ma +1 
H. =r € (F*)?; (E5), (E6), 其 中 m; = ma + 1, (E8)—(E13), (F2), (F3). 

(6) Æ Imax = mi, N) G 的 特征 矩阵 为 下 列 答 阵 之 一 : (D1) 一 (D7), (E1), (E2), 
其 中 mi > ma41; (E3), 其 中 mi > mz 十 1 或 者 -v4 (F7)*; (E4), 其 中 m1 mal 
或 者 —r g (F*)?; (E5), (E6), 其 中 mi > ma + 1; (E7). 

3. m4 =f > ma 的 情形 

定理 7.1.25 设 G 为 三 元 生成 的 有 限 p 群 满 足 (G) < Z(G) 和 G' « C3. 
X G/G' 的 型 不 变量 为 (pmi,Dm1,pms), 其 中 m1 > ma, 则 可 适当 选择 G 的 生成 元 ， 
使 得 G 的 特征 矩阵 为 下 列 和 矩阵 之 一 . ( 7 为 一 个 国定 的 模 奇 素数 p 的 平方 非 剩余 ， 
v—-1l3s3mntz0,r—1,2,-,p—2. 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 .) 

(1) p 为 奇 素数 . 

MASS 

(G1))| 1 0 

0 0 
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Zil 212 0 Zi 212 13 
G 当 且 仅 当 存在 可 逆 和 矩阵 Xo — | tn z2 0 M X= | za Tz 7zo3 
T31 T32 T33 0 0 £33 


O = O 


t( 
0 0 1 0 1 
100 |, W P =P*=| 00 
0 1 0 1 0 
X' = PXP, 则 Pw(G)' P^! = det(X^)"! XZ(Pu(G) P-D(X^f*. EBS) X = 


233 0 0 T33 T31 T32 u 
413 211 %12 H A'm 0 Tii T12 ; Pw(G) P~? 和 Pw(G) P-! 满 


) 再 令 X= PXP 和 


123 T21 T22 0 7Z21 22 

足 定理 7.1.22 中 的 关系 . 因此 由 定理 7.1.22 可 得 定理 中 的 矩阵 . 口 

与 前 面 的 计算 方法 类 似 可 得 下 列 定理 . 计算 过 程 略 去 . 

定理 7.1.26 设 G 为 p 群 , 其 特征 矩阵 为 定理 7.1.25 PIEZ, 则 

(1) 若 Imin = ma, N) G HAEREA F 9] 4E EZ —: (G1)—(G9), (H1) 一 (H7)， 
(H12), (H13). 

(2) Æ Imin = ma +1, 则 G HIERA FAE: (H8)—(H11), (H14), 
(H15), (12), (I3), (16). | 

(3) Æ Imin = M3 +2, N) G WAEREA FIE: (I1), (14), (I5). 

(4) 若 Imax = mi +2, 则 G 85 HE 4E BE 79 FAJE: (H1)—(H2), (H3), 其 
中 -Ze (F7)*; (H4), 其 中 —r € (F7)*; (H5), (H6); (H10); (H13); (H15); (12)—(16). 

(5) # Imax = mi +1, 则 G W REEE 79 TF AEZ: (G1), (G2), (G3), 其 中 
—v € (F¥)?; (64), 其 中 —r € (F7)?; (G5), (G6); (G8); (G9); (H3), 其 中 —v g (F7)?; 
(H4), 其 中 —r g (F7)?; (H7)—(H9); (H11), (H12); (H14); (I1). 

(6) Æ Imax = mi, N) G H HAEAE BE 29 TF 9] 4E 2 —: (G3), 其 中 —v g (F7)7; 
(G4), 其 中 —r g (F7)*; (G7). 


4. m =m = ms 的 情形 , 其 中 p 为 奇 素数 


定理 7.1.27 设 G 为 三 元 生成 的 有 限 p 群 满足 9(G) < Z(G) F G' € C$, 
AcPo» 为 奇 素数 . X G/G' 的 型 不 变量 为 (p, p", p"), 则 可 适当 选择 G 的 生成 元 
使 得 G 的 特征 矩阵 为 下 列 给 阵 之 一 . ( m 为 一 个 固定 的 模 奇 素数 p 的 平方 非 剩余 ， 
7 一 1 或 四 7 一 12…,D 一 2. 不 同 的 给 阵 对 应 的 群 互 不 同 构 .) 
1 O 0 1 0 9 
: (J21 0 0 1| ;(33|]0 v» 1f] 
0 —-1 0 0 -1 0 


(J1) 


= C r 
© M O 
Io oO 
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证 阴 和 G 为 满足 定理 条 件 的 两 个 群 . 由 定理 7.1.14, Ge G SHENA 


Til 712 T13 

FENERE X = i zol 122 T23 E 使 得 w(G) = det(X) ! Xw(G)X'. 为 方便 
T31 T32 T33 

计 , 我 们 称 w(G) 和 w(G) 为 拟 合同 的 . 

情形 1 ”w(G) 为 对 称 和 矩阵 . 

由 特征 不 为 2 的 域 上 的 对 称 矩 阵 的 性 质 可 知 , w(G) 与 对 角 和 矩阵 合同 . 因此 不 
妨 设 w(G) = diag(i, s, w). f w(G) = 0, 则 w(G) 为 矩阵 (L1). 2$ w(G) z 0, 不 妨 设 
iz 0. W X = diag(i-! det(Y)-!; det(Y)-!Y), 其 中 YY 为 域 F 上 的 2x2 可 逆 和 矩阵 . 
计算 可 得 , w(G) = det(X)-! Xw(G)X' = diag(1, Y diag(is,iw)Y t). HE 3.2.3 和 
定理 3.2.5, w(G) 为 矩阵 (J1), (K1), (L2) 或 者 diag(1,1,n). 4 w(G) = diag(1, 1,7), 
则 可 证 w(G) 与 (J1) 拟 合 同 . (首先 可 证 明 存 在 a,b € F, 使 得 n= a? - 02.) W 


0 0 -1 
X=|a b 0 |. 则 det(X)=”n H. det(X) ! Xu(G)X' = diag(1, 1,1). 
b —a 0 


易 证 (J1), (K1), (L1) 和 (L2) 任意 两 个 都 不 拟 合 同 . 断言 : 不 同 的 > 对 应 的 矩阵 
T11 12 T13 

(K1) 互 不 拟 合同 . 否则 , FETERE X=| zo z22 z23 | 使 得 diag(1,n,0)= 
T31 T32 T33 


det(X) ! Xdiag(1,1,0) X'. $ Y = pn Dae ) . 计算 可 得 diag(1, 7) 2 det( X)! YY'*, 
T21 T22 
这 与 定理 3.2.3 矛盾 . 
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情形 2 w(G) 不 是 对 称 和 矩阵 ， 
4 Wi = 2-!(w(G) + w(G)*), Wa = 2-!(w(G) — w(G)*). 则 Wi Xp $r5B 


0 cr y 
BE. mj W 为 反对 称 和 矩阵 ， 设 W = æ 0 z |. 者 了 关 0 取 和 为 
—y =z 0 
z —y z z +y c 
y^ 0 0;4240Hu x*Àh|ozioplZXZÉczoHx* 
0 0 1 Ü Q 1 
z —y T 0 0 0 
1 0 0 J.JJdet(X) 21H de(X)"! XWoX'—2| 0 0 1 |. 因 此 以 后 
0 z^ 0 | 0 —1 0 


0 0 0 i j k i j k 
BixW—-lo 0 1 |. 设 Wi=| j s t [.Ww(G-|j s t-il. 
0 —1 0 k t w k t—1 w 


接 下 来 , 当 用 矩阵 X 去 化 简 w(G) 时 , 希望 X 还 满足 det(X)-LXT2X = Wa. it 
1 0 0 
算 可 得 , 这 意味 着 z11 =1 H t = 13 2 0. B X — | za z22 za |. 根据 i 


T31 T32 T33 


的 取 值 ， w(G) 可 分 为 两 种 情形 : 


AE k 0 Jj k 
(a)| j s ttl hP Jjjj s t-1[. 
k, t—1 w | t—1 wW | 
S AR IREE ASA F]. 
子 情形 2.1 w(G) 为 (a) WER. 
1 00 
X= -7 i 0 |. Nj det(X)-! Xw(G)X' = diag(1,W)， 计 算 可 
—ik 0 1 
得 , RE diag(1, W) 和 diag(1, W) 拟 合 同 当 且 仅 当 存在 Y = | ie L IL 


W = det(Y)-?YWY'. & Z = det(Y)-!Y. Wl W = ZWZ'. Bl W 5E W 合同 . 由 定 
理 3.2.3 和 定理 3.2.5, 可 得 特征 矩阵 (J2)—(J4) 和 (K2), 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 
同 构 . 

子 情形 2.2 w(G) (b) WER. 

根据 (j,k) 取 值 的 不 同 , w(G) 又 可 以 分 为 以 下 两 种 情形 : 


222; 第 7 章 内 交换 p 群 的 循环 扩张 


0 j k 0 0 0 
(bl) | j s t+l XXmP(k)z(00;(b2]|0 s t+1 |. 
k t—1 wW 0 t—]1 w 
易 知 不 同类 型 的 矩阵 互 不 拟 合同 ， 


子 情形 2.2.1  w(G) 为 (b1) 型 矩阵 . 
子 情形 2.2.1.1 j-0HxkZz0. 


1 0 0 
车 s 关 0, 令 了 = -t k 0 |, WË w(G) = det(X)-1Xw(G)Xt = 
—27lsw 0 sk 
0 0 1 | 
1 1 |. 因此 我 们 得 到 特征 和 矩阵 (J5). 
=i Ò 


l 0 
4520, eX | —t k , 则 w(G) = det(X)-! Xw(G)X' = 
一 2 一 0 


0 
0 
1 
| 0 1 [2 =j je 
0 0 1 |. 再 令 X= 0 |,; 则 w(G) 可 被 化 简 为 矩阵 (K3). 
i -i 4 1 

子 情 形 2.2.1.2 Dum 


1 0 
^ X-—l0 1 an 2 
00 1 


0 © k 
w(G)—-det(X)'Xw(G)X'—- | 0 s +l |, 
k t'—1 w 


其 中 t =t- kjw. 问题 化 归 为 子 情形 2.2.1.1. 
子 情形 2.2.1.3 k=0 且 j 关 (0. 


1 0 0 0 J 7 
&X=| 0 1 0 |. lll w(G) «det(X)"! Xv(G)X'- | j S a) 
0 1 1 j =i w 
HEHH t =t+s Bw =w+2t+s. 问题 化 归 为 子 情形 2.2.1.2. 
子 情形 2.2.2 w(G) 为 (b2) 型 矩阵 ， 
此 时 可 设 w(G) = diag(0, W). 计算 可 得 , 矩阵 diag(0, W) 和 diag(0, W) 拟 合 
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同 当 且 仅 当 存 在 ci Z0 和 Y = | "2 793 | WR W —z.ldet(Y)-1YWY'. By 


T32 T33 

W 和 W 次 合同 . 由 定理 3.2.3 和 定理 3.2.5 可 得 特征 矩阵 (K4) 一 (K6) 和 (L3). 不 
同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 构 . 口 

与 前 面 的 计算 方法 类 似 可 得 下 列 定理 . 计算 过 程 略 去 . 

定理 7.1.28 设 G 为 了 群 , 其 特征 矩阵 为 定理 7.1.27 中 所 列 和 矩阵 之 一 , 则 

(1) Imin = ma 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (J1) 一 (J5), (K1) 一 (K6). 

(2) Imin = ma +1 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (L2), (L3). 

(3) Imin = m3 十 2 时 对 应 的 特征 矩阵 为 (L1). 

(4) Imax = m1 十 2 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (K1), 其 中 —v € (F7)?; (K3)—(K5); 
(K6), 其 中 —r e (F5)*; (L1)—(L3). 

(5) Imax = mi +1 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (71)—(J5); (K1), 其 中 —v g (F2)?; 
(K2), (K6), 其 中 -r g (F2). 


5. p — 2 时 的 其 他 情形 
对 于 pz = 2 尚 有 三 种 情形 未 加 讨论 . 它们 是 


(a) ms = m3 = ms = 1, 

(b) mı > m3 = ms = 1, 

(c) mı = ma = ms > 2. 

者 m; =m = m = 1, W |G| — 29. REA 26 阶 群 的 群 表 中 挑 出 满足 条 件 的 
群 即 可 . Æ mi > ma = ma = 1 或 者 mi = ma = m > 2, 需要 找到 互 不 同 构 的 群 对 
ARRIERE. 反 过 来 , 如 果 先 找到 了 所 有 互 不 同 构 的 群 , 也 可 以 由 此 找到 一 组 特 
征 和 矩阵. 对 于 1(b) 和 (e) 的 情形 , 如 果 取 到 m; 的 最 小 可 能 值 , 则 分 别 得 到 |G| = 27 
和 |G| = 29. PERE, 阶 小 于 2!9 的 群 已 被 完全 分 类 , 可 以 用 Magma 或 者 GAP 
查询 . 在 此 基础 上 , 得 到 了 定理 7.1.29 和 定理 7.1.30. 

定理 7.1.20 G X 2 8635 d(G) —3, 9(G) < Z(G) $2 G' € C3. €€ G/G' 
的 型 为 (271,2,2), 其 中 m > 1, 则 可 适当 选择 G 的 生成 元 使 得 G 的 特征 矩阵 为 
以 下 类 型 之 一 , 不 同 的 给 阵 对 应 的 群 互 不 同 构 . 


100 100 100 
(M)|0015]|(M23|o10]|;(M3|on10f]; 
010 0 0 1 0 1 1 
0 0 1 0.0 1 0 0 1 
(Mjjlo10]|:(M5|100]|;(M9S9|010]; 
100 0 1 0 1 1 0 
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EH 7.1.30 设 G 是 一 个 2 和 群 满足 dlG)=3， 
G/G' 的 型 为 (27,27,2"). 其 中 m 2 2, 则 可 适当 选择 G 的 


矩阵 为 以 下 类 型 之 一 . 不 同 的 矩阵 对 应 的 群 互 不 同 
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与 表面 的 计算 方法 类 似 可 得 下 列 两 个 定理 . 计算 过 程 略 去 . 

定理 7.1.31 ik G X p 8E, X-HAEAE BE 7 E32. 7.1.29 "P pP] 4E HZ —. 则 

(1) Imin = 1 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (M2) 一 (M7); (N5), (N6); (N10); (N12), 
(N13). 

(2) Imin = 2 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (MI); (N1) 一 (N4); (N7) 一 (N9); (N11); 
(01)—(03). 

(3) Imax = mi 十 2 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (N11) 一 (N13); (01)—(03). 

(4) Imax = mi 十 1 时 对 应 的 特征 和 矩阵 如 下 : (M4) 一 (M7); m; = 2 时 的 (NI); 
m; = 2 时 的 (N2); (N4) 一 (N10). 

(5) Imax = mi 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (N1), 其 中 m; > 2; (N2), 其 中 ma > 2; 
(N3); (M1)—(M3). 

定理 7.1.32. 设 G 为 有 限 p E, 其 特征 和 矩阵 为 定理 7.1.30 中 所 列 矩 阵 之 一 . 

(1) Imin = m 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (P1)—(P4); (Q1)—(Q5). 

(2) Imin — m +1 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (R1), (R2). 

(3) Imin — m 4- 2 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (R3). 

(4) Imax = m 十 2 时 对 应 的 特征 矩阵 如 下 : (Q1), (Q2); (Q5); (R1)—(R3). 

(5) Imax — m 十 1 Bhat hh AAEE Eo F: (P1) 一 (P4); (Q3), (Q4). 

使 用 Magma 或 GAP 可 得 下 面 的 两 个 定理 . 

定理 7.1.33 G PUR TRE 2 8E. HA d(G) = 3, 9(G) < Z(G) # G'2 C3. € 
IG| = 26, WG 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(S1) (a,b, c, d,e, f | a? — 99 — c? — d? — e^ — f? -1,[b,c] — d,[e,a] — e, [a,b] E 
f, d, a] = [dyb] = [d, c] = [e, a] = [e, b] = e, c] = [f a] = [f,b] = [f,c] = 1); 

(S2) (albe, d,e| g — b ag 5d [cd [lba H= lea] = eab] — 
c^, [d,a] — [d, b] — [d, c] — [e, a] — [e, b] — [e, c] — 1; 

(S3) (a,b, c,d | a* = b* = c? = d? = 1, [b, c] = d, [c, a] = a°, [a,b] = 8, |d, a] = 
|d, b] = [d, c] = 1); 

(84) (a, b,c, d | a — b* — c&* — d* — 1, [b.c] — d, [e,a] — a^9^, [a,b] — a*, [d, a] 
[d, b] = [d, c] = 1); 

(S5) (a,b,c,d,e | a* — b* — e* — d* cm e dd -e,[a, b] - a? 
b^, [d,a] = |d, b] = [d,c] = [e, a] = [e, b] = [e.c] = 1); 

(B6) a b,6,d,e | a* = 
b? — c, ld a] = [d,b] = ide] = [e,a] — [eb] — [ec] — 1); 

(ST) (a, b,e,d | a* S IP 2 d md Llbd -d, [ca] s a*,[a 8] — c^, [da] 
[d, b] = [d, c] = 1); 


ll 
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(S8) (a, bcd | a = b = e zd -—1,bc = dea] = e^, [nb] = b* — 
c?, [d, a] = [d, 5| = [d, c] — 1); 

(89) (a,b, c;d | a* = b* [= c* 2 d? — bd — da = wb [a,b] = a? 
c^, [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1); 

(S10) la, bë | af = b* = = 1, [b, e] = a* 0^, [e a] = PE [a,b] = c^, [65,8] — 
[c?, 5| — 1). 

定理 7.1.34 ik G 为 定理 7.1.33 中 所 列 群 之 一 . N 


(I) Inm = L 
(2) Imax = 3 时 对 应 的 群 为 : (S1), (S2); (S5), (S6). | 
(3) Imax = 2 时 对 应 的 群 为 : (S3), (84); (S7) 一 (S9). 


(4) Imax = 1 时 对 应 的 群 为 (S10). 
6. 分 类 的 应 用 


在 7.1.4 小 节 完 成 了 对 满足 8(G) < Z(G) 三 元 生成 导 群 为 C3 的 有 限 p 群 的 
分 类 后 , 我 们 可 以 挑 出 其 中 的 亚 Hamilton 群 . TE 12 章 中 用 到 . 证 
明细 节 从 略 . 

定理 7.1.35 设 G 为 p 群 . 满足 dlG) — 3, (G) < Z(G) 4e G' & C. N G 为 
Æ Hamilton 群 当 且 仅 当 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a1, a2, a3 | ap 一 a2 一 ap — 1, [22,23] = a?” [a1, a3] = gz", 
[a1; a2] = a8” [a3,ai] = [a5,a2] = 1), 其 中 p AFEK, mi 二 mz 十 1 = ma 1, m 
为 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(2) (a1, a2, ag | gU ag gd =1, [a2,03]=a? [a1 a3] =0P ^ ag? - 
[a1,a2] 2 a2, [a2,a1] — [a5,a2] 2 1), 其 中 p AFEK, m = 二 mz 十 1 二 ma 十 1 且 
1 4- 4l g (F,)’; 


(3) yi | az = g27?" — q2"*"* — 1, az, a3] = a?™ ,[as,a1] = a2 ^, 
[01,a2] — a2 ^ a2 ^, [a2,a1] = [a2,a2] = 1), 其 中 mi =mi 41— ma +1; 
p" T1 m»-4-1 7144-1 
(4) An | af i Io . = dk * = 1, [a2, aa] =a? ' Tai, a3] 3 


[21,02] = a$ `, [a5,21] = [a5, a2] = 1), X. p AFEK, m = ma =m +1, n 为 一 
个 固定 的 模 的 平方 非 剩余 ; 


m F1 m»o--1 "r3 3-1 m 
(5) (a1, a2,a3 | a^ I. Si — 1, [az2, a3] = af ' [a a3] =a?" i aP” | 


[a1, a2] = a8 “, [aa, a1] [a5, a2] = 1), 其 中 p 为 奇 素数 ， m; = m5 = m3 +i E 
1 4- 4l g (F5)*; 

(6) (a1, a2, a3 | ai 
2 


- m [a1, a2] - a3 [a3, a1] se; [a3, a2] -— 1), 其 中 m; = ma = M3 + l; 


mE = ag = aga = iayas] = 227 a2^,[25,21] = 
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(M aboe | a* s B* zs e m be] = 00, [ea] = Pe, a, 8] — c, [Ea] = 
ke 5] — 1). 
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本 节 分 类 有 且 仅 有 一 个 极 大 子 群 为 内 交换 群 的 有 限 p 群 . 分 p 关 2 和 p=2 两 
小 节 讨 论 . 


Teal pz 


首先 介绍 某 些 预备 结果 . 

定理 7.2.1 ([194] 中 的 定理 2.4.4) # p >,2, 则 G 亚 循 环 当 且 仅 当 |G: 
Ui(G)| < p°. 

51 7.2.2 ([43] 中 的 定理 4.1) dE p 为 奇 素数 , G 为 有 限 p 群 , |G| = p, 
nz5.5T3E3«rxn-289]X^Ar, G 的 所 有 Zr 阶 的 正规 子 群 至 多 二 元 生成 ， 
则 下 列 之 一 成 立 . 

(1) G 为 亚 循环 群 ; 

(2) G 为 极 大 类 3 群 ; | 

(3) 对 于 7=3,G 为 以 下 两 个 群 之 一 . 

(3a) G = (a,b,c | a" =b = œ = 1, [a,b] = c, [c,b] = a"? [cal= 二 ;其 中 
7 一] 或 者 是 一 个 固定 的 模 了 的 平方 非 剩 余 ; 

(3b) G = M,(1, 1,1) * Cj. 

下 面 的 引 理 通过 验证 第 6 章 的 群 表 可 得 到 . 这 里 给 出 一 个 不 依赖 群 表 的 独立 
证 明 . 

引 理 7.2.3 ik p 为 奇 素数 , GAAR pÆ, N < G' 满足 IN|=p 以 及 G/N 
为 内 交换 群 . 则 

(1) # G/N S M,(m,n) 或 G/N = M,(m,1,1), RJ G 至 少 有 两 个 内 交换 的 极 
大 子 群 ; 

(2) Æ G/N € My,(m,n,1) $F m2n22, N) G 没有 内 交换 的 极 大 子 群 . 

证 明 ”由 定理 1.7.7 可 得 d(G/N) = 2 且 ((G/N)'| 2 p. 因为 N < G', 所 以 
d(G) = d(G/N) = 2 H. (G/N) 2 G'/N. 进而 可 得 |G'| 2 p?. 令 


M-IHeG|H £1, N-—t(He«eG|H —1). 


因为 d(G) = 2, 所 以 | M] + ]W| = p- 1. 因为 G 不 是 内 交换 群 , 所 以 N| z: p 1. 
再 由 定理 1.7.1 可 得 |IN| < 1. 因此 |M] 2 p 2 3. 
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ÆR H € M, Ë H/N < G/N. 因为 G/N 为 内 交换 群 , 所 以 H/N 交换 . 进而 
H' < N. 因为 H' 关 1, 所 以 H' =N. 因此 d(H) = d(H/N). 

(1) 3$ G/N & M,(m,n), 则 对 任意 的 五 < G 有 d(H/N) < 2. 从 而 对 任意 的 
H € M, 有 d(H) 22. 由 定理 1.7.7, 对 所 有 的 五 Ee M 有 五 为 内 交换 群 。 因 为 
|M] > 3, 所 以 G 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 . 

车 G/N S Mp(m,1, 1), WFE M < G 使 得 M/N = QWm_1(G/N). 因为 对 所 有 
HJ H/N £ M/N 有 d(H/N) < 2, 所 以 对 所 有 的 五 Ee M\{M} 有 d(H) = 2. 由 定理 
1.7.7, 对 所 有 的 H € M\{M} 有 H 为 内 交换 群 .因为 |M| > 3, 所 以 G 至 少 有 两 
个 内 交换 极 大 子 群 . 

(2) 车 G/N = Mp(m,n, 1), 其 中 m > n 2 2, 由 d(8(G/N)) = 3 市 得 对 所 有 的 
H/N < G/N 有 d(H/N) = 3. 因此 对 所 有 的 五 eE M 有 d(H) = 3. 由 定理 1.7.7, 对 
所 有 的 五 < 人 M 有 互 不 是 内 交换 群 . 因此 G 没有 内 交换 极 大 子 群 . 口 

引 理 7.2.4 ik p 为 奇 素数 , G 非 亚 循环 群 , |G| = p", n 2 5. 则 G 有 唯一 的 
亚 循环 极 大 子 群 的 充 要 条 件 是 G 为 极 大 类 3 RE. 

证 明 <=: 设 G 为 极 大 类 3 群 . 则 由 定理 1.11.3 和 定理 1.11.14 可 知 , G1 为 
G 的 唯一 的 亚 循环 极 大 子 群 . | 

=>: X M 为 G 的 唯一 的 亚 循 环 的 极 大 子 群 . 我 们 设 G 不 是 极 大 类 3 F, 4^ 
后 推出 矛盾 . 

首先 断言 : G 有 正规 子 群 E 与 C3 同 构 . 着 否 , 由 引 理 7.220818 r= 3 的 情 
JE) 可 得 , G EHA, 或 者 G = Mp(1,1,1)* Cpn-2, 或 者 


G — (a,bc| a =P c — 1, [ab] — e [c5] — a7" 5, [e a] — 1), 


其 中 v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 不 论 是 哪 一 种 情况 , 我 们 都 能 找 
到 G 的 两 个 亚 循环 的 极 大 子 群 , 从 而 自 相 矛盾 . 
由 循环 扩张 理论 , 可 设 


m n—m-—1 k em 
1 
M = {zy P | =L 二 


其 中 (i,p) =1 且 1z1, 则 GB(M) = OG1(M)= (z?,yP»). 因为 p23, 所 以 |Q1(M)| = 
p. HA MNAE < QM), 所 以 BKM. 取 eeE\M, 有 er?=1,E= (M) x (e) 
且 G=M(e). H EaG fl M aG TÄ |M, (e) < Mn E —4(M). 

di m = 1, 则 M 交换 . 因为 x € (M) < E, MA [z,e] 2 1. 4 N = (z,ye). 
则 N 是 G 的 亚 循环 的 极 大 子 群 . 这 就 与 M 的 唯一 性 矛盾 . 

di m = 2, 则 M 交换 或 者 内 交换 .由 M' < Q1(M) FI [M, (e)) < MAE = QW1(M) 
可 知 G/Q (M) 交换 . 从 而 G' < (M). BIA n > 5, 所 以 Q1(M) <M) < Z(M). 
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从 而 Q1(M) < Z(G). 进一步 有 G' < Z(G) (Bl c(G) = 2). * N = (ze,y). W 
O1(M) = (z?,y?) < 1(N). 从 而 N 为 G 的 极 大 子 群 且 |N : 01(N)| = p. 再 由 定 
38 7.2.4 可 知 N 为 亚 循环 群 . 这 与 M 的 唯一 性 矛盾. 

E m 23, M M'nQ1(M) € (z?" ) < (zP). 由 命题 1.1.10 计算 得 (zel) = 
zP[r,e,z] 3), AT ((ze-1)?) = (zP). & N = (zet, y). 则 O1(M) = (zp,yp) < 
O1(N). 从 而 N 为 G 的 极 大 子 群 且 |N : D1(N)| 5 p?. 再 由 定理 7.2.1 可 知 N 为 亚 
循环 群 . 这 与 M 的 唯一 性 矛盾 . 口 

下 面 分 类 有 且 仅 有 一 个 极 大 子 群 为 内 交换 群 的 有 限 p Sf. 首先 给 出 这 类 和 群 的 
某 些 性 质 . 

引 理 7.2.5 ik p 为 奇 素数 , G 为 有 限 p 群 , M 为 G 的 唯一 的 Al 极 大 子 群 . 
则 (1) |G| > př; (2) d(G) — 2; (3) M/M' X G/M' 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 

证 明 (1) 因为 M 非 交 换 , 所 以 |G| 2 p^. M —(H«—G|H' z 1) M 
N ={H «G|H' —1). Bil | M| 2 1. 

di |G| = p*, 则 对 所 有 的 五 € M 都 有 互 为 内 交换 群 . 因此 |M| = 1. X 
d(G) = 2, W |M] + |N] = p- 1. 由 引 理 1.7.1 可 得 |IN| < 1 和 |M| 2 p, 与 题 设 
矛盾 . 若 d(G) 2 3, WW |AM -- IN]-2 p? - p4- 1. 由 引 理 1.7.1 可 得 [W| & p 1 和 
M| > p?. 仍然 与 题 设 矛盾 =- 因此 |G| > p^. 

(2) Æ d(G) # 2, 则 由 a(M) = 2 可 知 d(G) = 3. 此 时 |G : 更 (G)| = p’. 由 
F (M) < (G) fll |G : €(M)| = ?, 可 得 (G) = é(M). & d e G\M. W 
G = M(d). 由 定理 1.7.7 可 得 (M) = Z(M). 因为 d? c (G) = (M) = Z(M), 所 
以 d? e Z(G). 因为 M' char M aG, 所 以 MaG. FH |M'| 2 p 可 得 M' < Z(G). 

因为 G' < (G) = #(M) = Z(M), 所 以 G 为 亚 交 换 群 . 由 命题 1.1.9 计算 可 
f$. — heM 有 


[h?, d] = [h, d]? = [h, dj?[h, d, d(2)] = [h, dj?[h, d, d] (9) = [h, d] = 1(mod G4). 
进而 


[®(G),G]=[®(M), M (d)] = [®(M), (d)) = [1(M)M", (d)] 
= [U (M), (d)] = 1(mod G4). 


因为 Gs = [G',G] < [$(G),G] < Ga, 所 以 Gs = 1 H [6(G),G] ^ 1. 因此 c(G) = 2 
H. (G) < Z(G). 对 所 有 的 g,h € G, 有 


[h,g]? = [A?,g] =1, (gh)? = g^h?[h, gÈ) = gh. 


因此 exp(G') 2 p H. G 为 p 交换 群 . 
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WNE«G,dN)-2H N' 4x1. 因为 c(G) = 2 和 exp(G') = p, 所 以 由 定 
38 1.7.7 可 得 N 为 内 交换 群 . XE N 还 是 G 的 极 大 子 群 , 则 由 M 的 唯一 性 可 得 
N — M. 

接 下 来 将 通过 寻找 满足 以 下 条 件 的 N 来 推出 矛盾 : N Z M, N' #1, d(N)=2 
E N 为 G 的 极 大 子 群 . 

情形 1 M 为 亚 循环 群 . 

设 M = (a,b |a?" = bP" —1,[a,b] = a" ) & M,(m,n). 因为 dr € &(M) = 
(aP) x (bP), 所 以 可 设 d? = abir. 因为 G 是 p 交换 的 , 所 以 (d-!aib))" = 1. 用 
d-laib) 替换 d 得 到 G = (a,b) x (d), 其 中 dP — 1. $ N = (ad",b), EF ptw H 
lad", Z1. M N Z M,qN) -2, V Z1R N 为 G 的 极 大 子 群 ， TA 

情形 2 M 不 是 亚 循环 群 . 

U M -(abc|aP" = b" = œ = 1, [a,b] = c, [ca] = [c, b] = 1) My(m,n,1), 
其 中 m >n. 因为 |G| 2 p, 所 以 d? € (M) = (aP) x (加 )， 因 为 d e (M) = 
(aP bP, c), 可 设 d? = ai?bi?ck. 由 G E] p 交换 性 可 得 (d^ a'b/)? = ch. 用 dlath 
替换 d 后 可 得 G = (a,b) (d), 其 中 d? = c*. 

子 情形 2a k=0 8 m>3. 

因为 [a,b] = c € G1(M), MUFE w WE ptw H [ad",b] € 1(M). € N = 
(ad",b). 由 G 的 p 交换 性 可 得 O4(N) = (apeku) x (bP). 因为 k=0 或 m > 3, 所 以 
ni((azpcku)) = (ap” y. 因此 Q4(01(N)) < (a^, bP) = U (M). 由 [ad",b] ¢ O1(M) 
可 得 [ad",b] € X4(01CN)). KA [ad",b] 的 阶 为 p, 所 以 [ad",6] ¢ O4(N). 进而 
IN| = po(ad")o(b) = |M|. 此 时 N Z M, d(N) 22, N' #1 EN 为 G 的 极 大 子 群 ， 
矛盾 . | 

子 情形 2b kz0,m-22Hn-1. 

此 时 |G| = p». 令 N = (a,bd"), KP p} w H [a,bd"] Z 1. W N z M, 
d(N) 2, N' Z1 EN 9h G 的 极 大 子 群 , 矛盾 . 

子 情形 2c kz0Hm-2n-2. 

当 [d,b] € (bP,c) f, W N = (d, b). 此 时 NM,d(N)=2,N'1 且 N 为 G 
的 极 大 子 群 , 得 到 矛盾 . 若 [d, b] € (b,c), 则 可 设 [d, b] = bct. 令 N = (ad'",b), E 
中 ptw 且 p11 二 tw. M) NM 且 ad(N)=2. 因为 ad”, b] = ch*vtpvsP d O4(N), 
所 以 N' 关 1 且 NN 为 G 的 极 大 子 群 , 也 得 到 矛盾 . 

(3) 车 G/M' 有 两 个 交换 极 大 子 群 , 则 由 引 理 1.7.1 可 知 G/M' A p1 个 交换 
极 大 子 群 . 由 于 d(G) = 2, G/M' 为 内 交换 群 . 由 引 理 7.2.3 可 知 , G 不 可 能 有 唯一 
的 内 交换 极 大 子 群 , FJA. 口 

由 引 理 7.2.5 可 知 , 首先 应 当 研究 二 元 生成 的 有 限 p 群 G, 其 中 G 有 唯一 的 交 
换 极 大 子 群 M 满足 d(M)- 2. 
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引 理 7.2.6 设 p 为 奇 素数 , G AAIR pæ, M 为 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 
X G 为 正则 p 群 , |G| =p” E. d(G) - d(M) =2 则 p>5 且 G=(aobhcelaz = 
b? = c? = 1, [a,b] = c, |e, b] = a^ ,(e,a] = 1), 其 中 (i p) 1. 

证 明 取 beG\M fil a € MN\EB(G). U G= (a,b). 由 MM 交换 和 preM 可 
得 b" c Z(G). 由 定理 1.11.5 可 得 , 对 所 有 的 de M 都 有 [db] = [d, b^] = 1. 因此 
$(M) = U1(M) € Z(G). 

断言 e(M)-Z(G). EF, IG/Z(G)| < |M/9(M)| = p?. 此 时 有 Z(G) = 9(G). 
由 定理 1.7.7 可 得 , G 为 内 交换 群 . 这 就 与 M 的 唯一 性 矛盾 . 

由 定理 1.7.6 可 知 G’ & M/M n Z(G) = M/9(M) € C2. 再 由 定理 4.2.12 可 知 
p > 5. 从 而 可 推出 G 是 p 交换 的 . 因为 如 e Z(G) = 9(M), 所 以 存在 de M 满足 
b? = d». 用 bd-! 去 替换 b TI 如 = 1. 

4 [a,b] =c. Wl] c^ — 1. 因为 G' & C2, 所 以 (G = Beg Si) ACA PS 
此 ce (G)V9(M). HF ae M\B(G), 所 以 M = (a. c) & Cys-2 x Cg. 因为 [ca] = 
1, 所 以 1 z- [c,b] € $1(Z(G)) = Q(B(M)) = (a^ ^). 因此 可 设 [c, b] = aif" ^, 其 中 
(1, p) — 1. oO 

引 理 7.2.7 ik p 为 奇 素数 , G 为 有 限 pæ, M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 
8. 4- L= (a,b,c | a" =b = 6c = 1, la, b] = e, [e, 0] = a/*" ^. [e, a] 一 1), 其 中 
(üp)-—1.z G 不 是 极 大 类 3 群 , 则 G/M' € L. 

证 明 设 G=G/M'= (a,b,c) & L. 因为 (a,6) 是 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 
群 , 所 以 M/M' = (6 四 .从 而 M = (a,c). 令 [ca] 2 d. 则 dr = 1. 因为 (d) = 
M' < Z(G), 所 以 G = (a,b,c, d) 满足 下 面 的 关系 : 


P"? Sd, pod, P=d, [ab|—cd", [ea] =d, [e,b] 2 a'"" "qv. 
用 cd" 替换 'c 就 有 [a,b] = c. BRA c? € Z(G), 所 以 [cb] = [c?,0] = 1. 从 而 


a?" =]. 

4i p 之 5, 由 定理 1.11.4 可 得 G 为 正则 p 群 . 再 由 定理 1.11.5 可 得 [aP, b] = 
[a, b^] = 1. 因此 [c,b] € Z(G), 所 以 e(G) =3 E G3 = (d, a?" ^). 

35 p= 3 时 , 因为 [a,b] € (d), 所 以 a? € Z(G). Æ n 2 5, JJ fc, b] € Z(G). 从 
而 c(G)—3 H G; = (d,a?" ^). 4 n= 4 时 , 因为 G 不 是 极 大 类 3 群 , 所 以 同样 有 
c(GIJ=3 和 Gas=(das” ^). 

综 上 总 有 c(G) = 3 和 G; = (daz”) 4 N = (abv,c), 其 中 pt1tw 且 
[c,ab"] d (a? ^), W N 关 M, N 内 交换 上 且 为 G 的 极 大 子 群 ， 与 M 的 唯一 性 
FA. 口 

推论 7.2.8 itp 为 奇 素数 , G 为 有 限 p 9f, M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 
8f, 则 G/M' 是 非 正 则 的 . 特别 地 , G X 3ESERJ 6S B. p — 3. 
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证 明 ”由 引 理 7.2.5 一 引 理 7.2.7 可 得 G/M' 是 非 正则 的 . 因此 G 也 是 非 正则 
的 . E [M : U1(M)| < p? 4L O1(M) € 01(G) 可 得 |G:UiGJI 和 0 E p z 5, W G 
是 绝对 正则 的 , 矛盾 . 因此 p= 3. 口 

推论 7.2.9 ik p 为 奇 素数 , G 为 有 限 p 8E, M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 
FÉ. X |G| < p^, 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) 无 交换 极 大 子 群 的 3” 阶 的 极 大 类 群 ; 

(2) (a,b,c | a =b” = c3 — 1, [b, a] = c, [c a] = a?, [e, b] = b73}. 

证 明 ”由 引 理 7.2.5 可 得 |G| = p^ 和 d(G) —2. 由 推论 7.28 可 得 p = 3. 检查 
35 阶 群 的 群 表 , 可 得 推理 中 的 结果 . 口 

定理 7.2.10 ik p 为 奇 素数 , G AAIR pÆ |G| 2 p9. 则 G 者 唯一 的 内 交 
换 极 大 子 群 当 且 仅 当 G 无 交换 极 大 子 群 且 G 的 一 个 极 大 商 群 是 有 交换 极 大 子 群 
的 极 大 类 3 群 . 

证 明 一 : 记 M 为 G 的 唯一 的 .4i 极 大 子 群 , G = G/M', M = M/M'. 由 
引 理 7.2.5 可 得 d(G) =d(G)=2 且 1 为 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 . 由 推论 7.2.8 
可 得 G 非 正则 且 p = 3. | 

设 互 是 G 的 一 个 初等 交换 的 正规 子 群 . BUE [E| < 32. 4518, 由 d(M) =2 
可 得 EzZM.BIUUG-ME,JFB3tilifti G <Mn 互 < Z(G) 成 立 . 接着 又 可 以 
推出 c(G) = 2. 进而 得 到 G 正则 , 矛盾 . 由 引 理 7.2.2 和 引 理 7.2.7 可 得 G 为 极 大 
类 3 BE. 剩 下 的 结论 是 明显 的 . 

<: 设 N42G,|N|=3, 且 G/N 是 有 交换 极 大 子 群 M/N 的 极 大 类 3 RE. 
为 M 非 交 换 , 所 以 M' =N. 由 定理 1.11.12 可 得 d(M/N) = 2. 因此 d(M) = 2. 由 
定理 1.7.7 可 知 M 为 内 交换 群 . 再 由 定理 1.11.12 可 知 , G/N 的 极 大 子 群 除 M/N 
外 都 是 极 大 类 的 . RERNE RE H < GA HMH, H 均 非 内 交换 群 . 
所 以 M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 . 口 

定理 7.2.11 ik p X 3 X4 G 为 有 限 卫 群 , |G| 2 pf, M X; G 的 唯一 的 内 交 
换 极 大 子 群 , 则 M 亚 循 环 当 且 仅 当 G 为 G1 不 交换 的 极 大 类 3 群 . 

证 明 ” <=: 大 G 为 Gi 不 交换 的 极 大 类 3 群 , 则 由 定理 1.11.12 可 知 G 为 亚 
循环 的 内 交换 群 . 因为 M 为 G 的 唯一 的 内 交换 的 极 大 子 群 , 所 以 M =G 是 亚 循 
环 群 . 

一 > : 由 定理 7.2.10 可 知 , G/M' 为 极 大 类 3 群 . 由 定理 1.11.12 可 得 , G/M' 
的 极 大 子 群 除 M/M' 外 全 都 是 极 大 类 的 . 因此 对 所 有 的 满足 五 <G 和 互 关 MM 的 
H, H 非 亚 循环 . 因而 M 为 G 的 唯一 的 亚 循环 的 极 大 子 群 . 最 后 由 引 理 7.2.4 可 
All, G 为 极 大 类 3 F. 口 

接 下 来 研究 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 非 亚 循环 的 有 限 p Sf. 
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定理 7.2.12 i G UR IR 3 8E, M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 . XM dE 
EHRE |G| = 37t, Xp e 22, 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 (其 中 大 = 0,1,2). 

(1) (55,53,8, 7 | 33? = s23 = x? = 1,89 = x, [s1, 8] = 52, [52,0] = 82735173, 
[51,43] m, [25,3] —— [m, = 155 


(2) (81,52, B, x | 513 A = = g? = ], B? = 523 g" , [51; £] "- 32, [s2, 8] = 
—3 


89 98177, [$3, 82] — 4, [35,81] — [2, = 1); 

(3) (81,52,0, B, | 81 3 og =g? = 1,49 = rë, o3 = ss 1813 To, 8j = 
81, [81,0] = x, [$1, 8] = $2, aM e =i 9584 ?,[s1,52] = [r,o] = [7,9] — 1y; 

(4) (51,52,0, B,z | $19 = s2% "22-21, = zë, a8 = s -3,,- 1513 m, 


[o, 8] = sı, [81,0] = x, [81, 8] = 82, "T — 82798173, [51,82] le [z,B] — 1). 

证 明 ”首先 证 明 G 为 定理 中 所 列 的 群 之 一 . 由 定理 7.2.10 可 得 , G = G/M' 为 
有 交换 极 大 子 群 的 极 大 类 3 群 . 因为 [G| = 3t, 所 以 G 为 定理 1.11.13(1) 中 的 群 
Meca 

情形 1 G 同 构 于 定理 1.11.13 中 的 (1a) 型 群 . 

WG-í(5,5,8|8] —33 = @ —1,[81, B] = 82, [82, 8] = 82781? Boca zz Ly. 
W M = Gi = (81,82) 为 G 的 交换 极 大 子 群 , 对 于 7 € G\M 48 g-1 È 
[51,52] = z. 则 ze Z(G). 因为 M = (51, $2) 非 亚 循环 , 所 以 s = s = 1, 并 且 
G = (s1, s2, b1) 有 如 下 关系 


s? 三 引 =g =1, P =x", [5,0] =s, [2,8] = s25?s; 25, [51,52] = z. 


因为 (818)? = 1, 可 不 妨 设 (518)? = z^. 用 518 替换 8 后 可 得 [52,8] = 83°87. FH 
s27] 替换 so 后 可 得 [s1, 8] = s2. 因此 我 们 得 到 定理 中 的 (1) 型 群 . 

情形 2 1G 同 构 于 定理 1.11.13 中 的 (1b) 型 群 . 

^U G/M' = (3,35,0 | 3 = 37 = 1,8 = sl" [3,8] = 32 [83,0] = 
8558; ^, [51,52] = 1). 则 M = Gi = (51,52) 为 G 的 唯一 的 交换 极 大 子 群 , 并 且 对 于 
g€GVMM A (g?) = (s). A [s,s9] = z. W £ e Z(G). 因为 M = (s1, s2) 非 亚 循 
环 , 所 以 s = s3 = 1. 因此 G = (51,52, 8, 2) 有 如 下 关系 


€ ë T é 
s? 一 s 一 23 一 1 =s} a^, [s, 8] = s22?, [52,0] = s23s7 ^m, [51,52] = x. 


对 于 任意 整数 i, ((518)?) = ( 强 ”)， 因 此 可 设 (518)? = sy3”z*, 其 中 不 妨 
设 (w,3) = 1. 分 别 用 sU, s10 和 [sv 518] 替换 s1, 6 和 so, 可 得 [s1, 8] = s2 和 
[s2, 8] = s5?5; ^. 得 到 定理 中 的 (2) 型 群 . 

情形 3 G 同 构 于 定理 1.11.13 中 的 (1c) WE. 

4 G/M'2G-(8,5,8,a|5? 233 = 8 = 1,8 = 5 à, 8) = 
31, [51, 8] = 82, [82, ied 一 Eu [5,, à] = [85,82] = 1). M) M = G4 = (31,8) X G W 


234 - 第 7 章 ”内 交换 p 群 的 循环 扩张 


唯一 的 交换 极 大 子 群 . $ [51,0] =x. 则 ze Z(G). 因为 M = (s1,0) 非 亚 循环 , 所 
以 sl — o? =1. 因此 G = (s1,52,0,0, 2) 有 如 下 关系 


e e—1 - ei ; 
s? = 8 =g% =1, B=", o? = s7383 183 ZJ ， 


[oa， p] e $1T^, [51,8] 一 S27”, [s2, 8| == es er n. [51, a] =T. 


由 命题 1.1.9 可 得 , 1 = [a, 83] = [a, 8 la, 8, 8]? [os 8, 8, 8] = a*. 因此 [s2, 8] = 
355819. 分 别 用 six" 和 sax” 替换 s 和 so 后 , 有 [o, 8] = s1 和 [s1, 8] = sa. 

E a3 = sJT3sz1ls3 , 则 可 得 定理 中 的 (3) 型 群 . 若 a? = sj3s21s3” c, 则 可 
得 定理 中 的 (4) 型 群 . 若 a3 = sT3sz1s3 a2, 分 别 用 a2,s?z 和 52 去 替换 a, sl 和 
s2 后 , 同样 得 到 定理 中 的 (4) 型 群 . 

接 下 来 我 们 证 明定 理 中 所 给 出 的 群 是 互 不 同 构 的 .对 于 不 同 的 参数 k, G/O1(M) 
为 互 不 同 构 的 34 阶 的 极 大 类 和 群 . 因此 不 同 的 参数 k 对 应 互 不 同 构 的 群 . 对 于 定理 
中 的 (1) WEF, G/M" 与 定理 1.11.13 中 的 (1a) 型 群 同 构 ; 对 于 定理 中 的 (2) 型 群 ， 
G/M' 与 定理 1.11.13 中 的 (1b) 型 群 同 构 ; 对 于 定理 中 的 (3) 型 群 和 (4) WE, G/M’ 
与 定理 1.11.13 中 的 (1c) 型 群 同 构 . 因此 我 们 只 需 说 明定 理 中 的 (3) 型 群 和 (4) 型 
群 互 不 同 构 即 可 . S N 为 G 的 极 大 子 群 , 使 得 N/01(M) X G/U (M) 的 唯一 的 交 
换 极 大 子 群 . 则 对 于 (3) 型 群 有 N = (5,8,2) ,对 于 (4) 型 群 有 N = (531,0875,2). 
计算 可 得 ， 对 于 (3) WÈ N/M' 为 定理 1.11.13 中 的 (2a) 型 群 ; 对 于 (4) 型 群 
N/M' 为 定理 1.11.13 中 的 (2b) 型 群 。 因此 定理 中 的 (3) 型 群 和 (4) 型 群 互 不 
同 构 . 口 

下 面 的 定理 与 定理 7.2.12 的 证 明 类 似 , 细节 略 去 . 

定理 7.2.13 设 G 为 有 限 3 群 , M 为 G 的 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 . 若 M 非 
亚 循环 且 |G| = 32e+1, 其 中 e>3, 则 G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 (其 中 上 二 0,1 或 
2,v—1 或 2). 

(1) (51,52,8 | 813 = 823 = a? = 1,89 = zt,[s1,8] = s2, [82,0] = 8273817, 
[s1, 52] = T, [z, 81] = |x, 8] x: 1) 

(2) (5,53,8 | 49 = 52 E= 29 — 1,8 — s z^, = sa [5,8] = 


82 "34:79. [31, 82] -— ke; 81] -—- [z, 8] - I5 


(3) (851,52,8,0 | S33 = 533 = a3 = 1,83 = a*, a3 = s,735571s5"3" >", |a, 
B] 21, 11,8] in prion = 73817, [81,6] — 2, [m, B] — [i5] — [534.52] = 1); 
(4) (51,82,8,0. | s33 = s39 = a3 = 1,893 = x, a? = ss ls ^ z, |a, 


B] — $1, [51, 8] — 52, [82,8] — 527 ?$1 3, [81,0] — z, [z, 8] — [z, o] — [51,52] = 1). 
综 上 所 述 , 我 们 有 下 面 的 主要 定理 . 
主要 定理 设 G 是 有 限 p 群 , 且 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 , 则 G 是 定理 
1.11.14、 推 论 7.2.9、 定 理 7.2.12 和 定理 7.2.13 中 所 列 的 群 之 一 . 
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ChA pa 


设 G 是 有 限 2 群 , H G 有 了 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 M. 令 G= G/M'. 则 G 有 
一 个 二 元 生成 的 交换 极 大 子 群 M. 显然 G 是 M 的 2 阶 循环 扩张 . 本 节 的 思路 就 
是 先决 定 有 一 个 二 元 生成 的 交换 极 大 子 群 的 有 限 p EE, 然后 将 这 些 群 进行 2 阶 中 
心 扩 张 , 最 后 得 到 满足 本 节 标 题 条 件 的 有 限 2 群 . 本 节 只 列 出 主要 结论 . 证 明细 节 
读者 可 以 参考 文献 [139]. 

定理 7.2.14 设 G 为 有限 非 交换 2 群 , 且 G 有 两 个 交换 极 大 子 群 A 和 B, 其 
中 d(4)—-2. € |G| 225, M G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b | a? =b?" —1,[a,b] = a? ), 其 中 n+m>7; 

(2) (a,b, c| a? =b" = c? = 1, [a,b] = c, [cj a] = [jb] = 1), XP n 2 6; 

(3) (a,b,c | af 2c = 1, b 2a? = la, b], [c,a] = [c,b] = 1) & Qs x Ca, 其 中 
k 25; 

(4) (a,b,c | a? = b = c = 1, [a,b] = aoa, [c,a] = [c,b] = 1) & Ma(n + 
1,1) x Cox, AP n+k È 6; 

(5) (a,b,c | a* = 1, b? = c?' =a? = [a,b], [c,a] = |c, b] = 1), KP k 25: 

(6) (a,b,c | a” = b? = PT sj [a, b] = c2 ， [, a] 2 [eb] 2 1), AF n22 &. 
n4 kz6. ! 

定理 7.2.15 G 为 有 限 非 交换 2 #, G 有 一 个 唯一 的 极 大 子 群 A 满足 
d(A) — 2. # |G| 2 22, M] G 为 以 下 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) nz fn. 

(1) (a,b, c| a?" =b" 21,0 = aat = a,b — b57! c a), AP m 23; 

(2) (a, bye | a?" =b?" —1,a^ = a,a° = a,b —b71,c = 1), tT m3; 

(3) (a, sh |a? 2" = 1,a? = a,a® = a, b° = b71, è M" y Xv m23; 
(4) (a,b,c| a^ = b?™ = 1,a? = aa = a?" be = p 2-1], 其 中 
( 


m23: 

5) (a,b,c | a?” = b?™ = 1,a? = aaf = a?" b=b!lt2" e - D, Xv 
mos 

(6) (a,b, c | a?" 2 5?" = 1,a? = a,a° = a2" be = b, 1), XP m2 2; 

(7) (a,b, c | a"? = b?™ = 1,a? = aa? = a?" "ae = bola = b, 其 中 
m 22; 

(8) (a,b,c | a?" 2 9?" = 1,a? = a,a€ =a-1t2" be — p i27" e? = 1), 其 中 


m > 3: 
(9) (a,b,c | a?” 2 9?" = 1,a? = a, a° = a-1*?" be = b, c? = b); 
(1 


0) (a,b, c| a?™ = b?™ = 1,a? = a,aë = a-1*?" ^, e — b, c? — 1); 
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(11) (a,b,c | a? = b?™ = 1,a? = a,a* = a7! b? = a?" bl, e = 1), 其 中 
m 之 2; 

(12) (a,b,c | a?” = b?” = 1,a? =a,a = a7}, b° = a?" bl, e =b" ), 其 中 
mi 2 2: 

(13) (a,b,c | a?” 2 b?™ = 1,a? = a,a° a" y —a bl1c2 = 1), 其 中 
m 2 2 


(14) (a,b,c | a?" = 9" = 1,a? = aa? = aj?" ,b= a b,c = 1), 其 中 
mi > 2: 
(15) (a,b,c | a?” = b?™ = 1,a? = aaf = ac?" be = boc = 1), 其 中 


mza2 | 

(16) (a,b,c | a? = 9?" =1abg=aac=a-lt2 be = bml, e = b, 其 中 
m 之 2; 

(17) (a,b,c| a^ =b" = 1,a? = aaf = a71, b — b^, eê — 1), 其 中 m 2 2; 

(18) (a,b,c | a?" 2 9?" = 1,a? -a,a£ = a71, b° = b71, c =a mz 3; 

(19) (a,b,c | a? = V9" = 1,a = a,a€ = al, b? = bl, e = V"), 其 中 
n S> m > 2 

(II) n — m 2 2. 

(20) (a,b c| a?” 一 到 —1,a = a,af = 071, bt =a? bc = a?" " by; 

(21) (a,b,c |a?” =b?" = 1,09 = a,a° = a71, b° = a? "b,c = 1); 

(22) (a,b,c | a?" =b?" —1,a = a,a* = atb, bo = b, c? = 1}; 

(23) (a,b,c | a?" = à?" = 1,a? = a, a^ = a-!b,bo = b, è = a?" ). 

(II) n-m 2 3. 

(24) (a,b,c | a? = b?™ = 1,a? = aaf = a2 " -bb =a "0-2 775), 
p-7' 7^ e? = aT; 

(25) (a,b,c | a?” =b = 1,a^ = a, a^ = a? "7p be 一 or2 "O20, 


—m-1 +1 
有 


(IV) n 2 m. | 

(26) (a,b,c | a?" =b = 1,a? = a,a€ = b, b° = a, c? = ab); 

(27) (a,b,c | a?" 2?" = 1, a? = a,a€ = a? ^g?" be = a?" buc = 1); 

(28) (a,b,c | a?" 2$?" = 1,a? = a,a° = a™ lb be = a? p" e? = 1). 

(V) n » m. 

(29) (a,b, c | a?" 2 9" = 1,a? =a,a = a-14?" ,bc = p?" 5,2 = 1), 其 中 
m 之 3; 


(30) (a,b, c| a?" 2?" = 1,a? = a,a° = at, b° = 9?" e? = 1), XP m23; 
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GL) (a,b,c| a?" =b?" = 1,a? = aa = act, bt = bH”? e — aq ), 其 中 
32) (a,b,c | a? = y" =1,a = a a? = al, b? = pb 127" e = 1), 其 中 
33) (a,b,c | a?" = b?” =1,a = a,a° = a7! bt = b 12" e? =a2 ) 其 中 
» (a,b,c | a?" =b?" = 1,a? = a, a = a,b? = b?" e = a), Xt m23; 


) 
(35) (a,b,c | a?" = b?™ = 1,a? = a, a° = a, b° = b 1?" ,c=1), 其 中 m>3; 
(36) (a, b,c | a?" = b?” = 1,a? -a,a = a-1b2™ be = bl e = 1), 其 中 


m > 
(37) (a,b, c | a?” 29?" = 1,a? —a,a€ =a 1" be —b i-a ) 其 中 
mz 
(38) (a,b,c | a?" = b?" = 1,a^ = a,ac = ab*?" be = bt, c? = a2b), 其 中 
m 22; 
(39) (a,b,c | a?” =b —1,a^ = a,a* = ab, b° = b-!,c? = a?b), KP m 2 2; 
(40) (a,b, c| a?” =b —1,aà —a,a€ = a,b = a? b 1,c—a), KY m22; 
(41) (a,b,c | a? = b?” —1,a = a,a° = a,b = a? "b 1,72 = 1), KT m2 2; 
(42) (à, b,c] a” =b" —1,a^ — a, a* 一 alb =P= by 
(43) (a,b, c | a" = 5?" = 1,a? = a,a€ = a1, bo = b, c? = a?" ); 
(44) ( 


4) (a,b, c | a =b? 一 1 = aa? = gah bE -bc = 1 
定理 7.2.16 ik G 为 有 限 2 群 , 且 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 4. X |G| 2 2? 
且 G/4' 至 少 有 两 个 交换 极 大 子 群 , 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 
(1) v a^ mb cu -1,[a, b] v, [e a] 9 1, [c 9| 67), CT* m 2:6; 
a, 


( 
(2) (a,b | a? = c* 1,7 = [a,b] ^ c, [c, a] = 1, [cb] = c2), KP n 2 6; 
(3) (a,b | a" =b? = 1,2 = a?" [a,b] = c, [c, a] = 1, |c, b] = 2), X n 2 6; 
(4) (a, b.c | a! = 6 - LP = a^, [a,b] = aa“, lea] = a*,[c,b] — 1), X'v 
k 2 5; 
(5) (a,b,c | a = c?" = 1,b? = a“ [a,b] = a?a*9,[c,a] = a*,[c,b] = 1), 其 中 
k => D, 


定理 7.2.17 ik G 为 有 限 2 群 , 且 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 A. X |G| = 
2" 22? H G/A' 至 少 有 两 个 交换 极 大 子 群 , 则 G 为 A, 9 Æ. 

定理 7.2.18 设 G 为 有 限 2 群 , 且 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 4. 若 |G| > 2? 
E G/A 有 唯一 的 交换 极 大 子 群 , 则 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

下 面 的 群 表 中 ,ni do m Xi E n-m 之 7 的 正 整 数 , k, ki, ko, ka — 0 3,1. Gli, j) 
表示 定理 7.2.15 中 群 表 中 的 第 i 个 群 的 7 次 中 心 扩 张 , 满足 d(G(i,j)) =j. 
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(1).G(2,3) = (a,b,c,d| a" =b" =P —1,c? = d^, [a,b] = d, [a,c] = 1, [b, c] = 
b^?d*2, [d, a] = [d,b] = [d,c] = 1), $F n 2m 3; 

(2) G(2,3) = (a,b,c | a" = "^ = 1,0? = b?" [a,b] = b?" , Ja, c] = 1, [b,c] = 
b?, RP nmaa; 

(3) G(2,3) = (a,b,c | a" = "^" = e = 1, [a,b] = b?™,Ja,c] = 1, [bc] = 
b?" AP n2m23; 

(4) G(2,3) = (a,b, c | a2" = 1,0?” =at?” c2 — 1, [a, 6] — a?" , [a, c] ^ 1, [b c] — 
b?) XP n2mz3; 

(5) G(3,3) = (a,b,c,d | a" = b” 2q? = 1,2 = y"  dh,[a,t] = d, [a,c] = 
1, [b,c] = b^?d**, [d,a] = [d, b] = [d,c] = 1), 其 中 n>m>3; | 

(6) G(3,3) = (a,b,c | a? = 5?" = 1,2 = b?" [a,b] = a?" , [a,c] = 1, [b, c] = 
b?) AP n mÈ 3; i 

(7) G(5,3) = (a,b,c,d | a” = B" = d? = 1,c = d" [a,b] = d,[a,c] = 
a?" dk2, [b,c] = b-2*?"  d*s, [d, a] = [d,b] = [d,c] = 1), $P n >m > 3; 

(8) G(6,3) = (a,b,c,d | a" — t" = @ = 1,2 = d^,[a,b] = d, [a,c] = 
a2™ [b,c] = b7?d*? , [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $P n>m > 3; 

(9) G(6,3) = (a,b,c | a? 2 9" = 1,2 = bt?” [a,b] = b?™ ,[a, c] = a”, 
[b,c] 2677), AP n2m22; 

(10) G(6,3) = (a,b, c | a?" =b" = @ = 1, [a,b] = b?” ,[a,c] = a?" ,lb,d = 
6312) AF nma 

(11) G(7,3) = (a,b,c,d | a” =b 2d = 1, = b2™ gh. [a, 6] = d, [a, c] = 
a?" [b, c] = b-?d*?, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), &* n2m23; 

(12) G(8,3) = (a,b,c,d | a” = b" = @ = 1, = d^, [a, c] = a7 2*2" qa. 
[b, c] = b-2*?" ' d*s | [a,b] = d, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), Fn» m2 3; 

(13) G(8,3) = (a,b,c,d | a? = 9?" = d? = 1, = d^,[a,c] = a-??" dka， 
[b,c] = b-2*?" "d, [a,b] = d, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), P n9 m2 4; 

(14) G(9,2) = (a,c | a” + cU =1,[aacl=a-2+2 y, AP n m; 

(15) G(9,2) = la e | a? 21,22" =a?” ,[a,c] =at), Xn 2m 22; 

(16) G(10,3) = (a,b,c,d | a?" 2 9?" —1, = d^,d? = 1, [a,c] = a-?4?" dk, 
la, b] = d, [b, c] =d, [d,a] = [d,b] = [dc] - 1), P n 2m22; 

(17) G(10,3) = (a,b,c | a"? = "^" = c = 1, [a,b] = b?” ,[a,c] = a-?*?" ^, 
[b,c] = 527^), n2 m22; 

(18) G(10,3) = (a,b,c,d | a? = b?" 21,2 = d^,d? = 1,[a,c] = a ?2+ 5, 
[a, b] = d, [b, c] = d? , [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1), KP. m— 1; 
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(19) G(10,3) = (a,b, c | a?" = 9" = 1,02 = b", [a c] = a-242" ^, [a,b] = 
p, [b, c] = p XTmz-1; 

(20) G(11,3) = (a,6,c,d | a? = d? = 1,0?" = de = d" [a,b] = d, la, c] = 
a-?d*s, [b,c] = a?"  b-?,[d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $F n2m22; 

(21) G(12,3) = (a,b,c,d | a?” = b?™ = d = 1,0? = b?™ d*,[a, c] = a7?, [b, c] = 
a" b-?,[a,b] = d, [d,a] = |d, b] = |d, c] = 1), Æ F n >m è 32; 

(22) G(13,3) = (a,b,c,d | a?" = b?™ =d? = 1,¢? = d™, |a, c] = a-?9?" , fb, c] = 
a?" b-?d**, [a,b] = d, [d, a] = |d, b] = [d,c] = 1), FP n> m2; 

(23) G(13,3)=(a,b,c,d | a?" =b?” = d? = 1,c? = d*,[a,c] = a™?b?™™ d, [b, "JE 
a?" b-?d, [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d,c] = 1), 其 中 n>m>2; 

(24) G(15,3) = (a,b, c, d | a? = b?™ = d = 1, ¿è = d^, [a,c] = a-?*?" b, c] = 
b ?d"?, [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d;c] = 1), AF n2 m2 2; 

(25) G(15,3) = (a,b,c | a" — y" = 1,0? = p^?" [a,c] = a-?*?" fb, c] = 
p-?**:2" [a,b] 2 b?" ), AP m 22 E.n—m2 2; 

(26) G(15,3) = (a,b,c | a" = 9^" = 1,2 = v", [a c] = a-2*?" ^, [b, c] = 
b7? [a,b] =b"), AP m 22.BE. n— m « 2; 

(27) G(15,3) = (a,b,c | a? = 9" = 1,2 = 1, [a,c] = a-?*?" [b,c] = 
b722" [a,b] =0" 》 AP m 22 E n—-m«2; 

(28) G(16,3) = (a,b,c,d | a?” =b?” = d 21,2 2" dr,lo,c=a-2+2 
[b, c] = ada. [a, b] — d, [d, a] = [d, b] = [d, d = 1), 其 中 n9 m; 

(29) G(16,3) = (a,b, c, d | a? =b?” = d 21,2 = Y?" aF, Ja, c) = a-?*?" ^, 
[b, c] = 6^?, |q, b] = d, [d, a] = |d, b] = [d, c] = 1), AP n» m; 

(30) ide 3) = (a,b,c | a? = wg" = 1,c = at?” [a,b] = a”, [a, c] 
a~? bed -b775, X4 n> ma 

(81) G(17,3) = labad | a” = P" = d? —1c-d,.ad = aa be 
b ?, [a,b] =d [d,a] = [d,b] 2 [d, d 2 1), &'Fn2m2z 2; 

(32 G(17,3) = (a,b,c | a" = bY = 1,0? = M?" [a,b] = M" ,[a,c| 
a~? [b,c] - 572), F n>m 2; 

(33) G(18,3) = (a,b,c,d | a?" = à?" = d = 1,c? = a" dă [a,b] = d, [a, c] 
a ^. be = b^?, [d,a] = [d, b] = [d,d] = 1), XF n 2m 2 2; 

(34) G(18,3) = (a,b,c | a? = 9" = 1,2 = a?" [a,b] = b. lee] = 
8 一 ; bed —b 77, EP n2 m29 

(35) G(18,3) = (a,b,c | a" = 9" = 1, = a?" W" [a,b] = "fa, c] = 
a ?,[bc| = b ?), AFP n—5m22.B8mz2; 
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(36) G(19,3) = (a,b, c, d | a?” = 9?" = d? 2 1, = WU?" dk [a,b] = d, [a,c] = 
a b, d = 57? [d, a] = [db] = [dc] = 3) XPn2»m22; 

(37) G(19,3) 2 (a,b, c | a? =?" 21, 2-9" 7 , [a, 5| =a?" , [a, c] = a7? [b,c] = 
^ 其 中 n>m>2; 

(38) G(21,3) = (a,b,c,d | a? = œ =1,b = d^, c? = ds, [a,b] = d,[a,c] = 
a-?d*s,[b,c|] =a?" ^, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $P n—mz22 

(39) G(22,2) = (a,b,c | ^ —c?-—1,a? = b?" [a,c] = a-?b, [a,b] = [b,c] = 
2”) XvYn-m22Hmz 

(40) G(22,2) = (a,b,c,d | , md -10z2£d*,a* = E is c) x ab, [b c] = 
d, [a,b] = d, [d, a] = |d, b] = [d, c] = 1), X" n-m è iEmS i 

(41) G(22,2) = (a,b,c, d | b0” = c —d^-1,a" = åf, + = [b,c] = d, [a, c] = 
a™°b, [d,a] = [d,b] = [d, c] = 1), $FP n—m22.BEmz-1; 

(42) G(22, 2) = (a,b,c | b2™ = 1, = b™2™ a?” = pka2" Ja, b] = = b?” [a,c] = 
a ?b,[b,c] = 9^), AP n-m22 Am=1; 

(43) G(23,2) = (a,b,c | a?" = = 1,2 — a?" ,[a,c] = a-?b, [b, c] = 
[a,b] = ?"), $F n—m22 BE mz22; | 

(44) G(23,2) = (a,b,c,d | a" = 1,9 = 1,42 = 1,7 = "I "ded 
a ?b, [b,c] = [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1), P n-m22 E mz 

(45) G(23,2) = (a,b,c,d |a? = 1,” = 1,@ = le = a” la, c 
a ?b, [b,c] = [a,b] = d, [d, a] = [d,b] = [d, c] = 1), $P n—mz22 E m-1; 

(46) G(23,2) = (a,b,c | a?” = 1,592" ** = 1,2 = a?" ^ bk?” [a,c = a-?b, [b, c] 
[a,b] = 02^), 其 中 n 一 m 之 rd 

(47) G(24,2) = (a,b,c,d | a" = d? = 1,9?" = dh,c? = a?" d*»,la,b] = 
d, [a,c] = a-?*? "^b, [b, c] = a? "^Q-2^ ^ 55-27" "^d d,a] = [d,c] = 1), 其 中 
n= m ž 3; 

(48) G(25,2) = (a,b,c,d | a?" = d? = 1,59?" = dhi,c? = a?" d'a, [a,b] = 
d,[a,c] = a?" " b, [b,c] = a-? + 2-22" "^. d,a] = [d,c] = 1), 其 中 
n-m > 3; 

(49) G(26,2) = {a,b,c | a?” = d = 1,0?" = d^, c? = ad', [b, c] = ab? |a, b] = 
d, |a, c] = |d, b] = |d, c] = 1), $ P n= m 

(50) G(28,3) = (a,b,c | a?” =b?” = d? = 1, = d*,[a,c] =a 2 ,lb,c = 

p ?*7" [a,b] = d, [d,a] = [d,b] = [d,c] 2 1), KP n = m; 
(51) G(28,3) = (a,b,c | a? =b?” = œ = 1,2 = d¥, |a, c] = a7?b?™™ d, |b, c) = 
~ b-2+2™ 4 [a,b] = d, [d, a] = [d, b] = [d, c] 2 1), $P n= m 
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(52) G(29,3) — (a,b, c | a?" =b?" = d? 2 1, = d^, [a,c] = a-?*?" dz, fb, c] = 
b?" ds. [a,b] = d, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $P n» m23; 

(53) G(30,3) = (a,b, c| a" = Ww" = d? = Le = d = d,[a,c] = 
a-?d^*,[b, c] = "^, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $F n >m è 3; 

(54) G(30,3) = (a,b,c | a = b?" = 1,2 = 1, [a,b] = a? , [a,c] = a7?*?', 
[b,c] 202" ^), Ap n>m 23; 

(55) G(30,3) = (a,b,c | a? = Ww" = 1,2 = at?” [a,b] = ač, [b,c] = 
p". [a,c] =a?) Kn» m2 3; 

(56) G(31,3)— (a,b,c | a?" = = d? = 1,2? = a?" d^, [a, c] = a-?d*2, [b, c] = 
b?" [a,b] = d, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), $P n»m23; 

(57) G(32,3) = (a,b,c,d | a" =b = œ = Lc — di, [b, c] — p 232777. [a, c] = 
a™?d*2 [a, b] = d, [d,a] = [d,b] = [d, c] = 1), $P n» m23; 

(58) G(32,3) = (a,b,c | a? ^ = 9" = 1,2 = 1, [a,b] = a?" ,[a,c] = a-2+2", 
[b, c] — p-23277) AXTPn»m2z3; 

(59) G(32,3) = (a,b,c | a? = b" = 1,2 = d*,[b,c] = p-?*?"^* [a, b| = 
a? [a,c] = a?), n5 i23; 

(60) G(33,3) = (a,b,c | a? = = d? 21, = a?" dk fb,d = b-2*2"*. 
[a, c] = a^?d"*, [a, b] = d, [d, a] = [d, b] 2 [d,c] = 1), AF n» m23; 

(61) G(34,2) = (b, c | |" =1,c = bk2™ [b,c = 572227), Xn» m 23; 

(62) G(35,3) = (a,b,c | a? = y" = q? = 1,2 = dh, [b,c] = b-?*?" ^ qs, 
[a,c] = d^?, [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1), $P n>m è 3; 

(63) G(bs, 3) = (abcla = y" = c? = 1, [a,b] = a?" ,[b,c] = b-2*2^ ^, 
[a,c] 2 ak2 y, 其 中 n>m>3: 

(64) G(36,3) = (a,b,c | a? = b?™ = d? = 1,c? = d^,[a,c] = a7?b?" ,lb,c = 
b^ ?d*:, [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d,c] = 1), $P n>m è 32; 

(65) G(36,3) = (a,b,c | a? ^ = b?™ = 1,2 = 1, [a,b] = a?” , [a,c] = a ， 
[b, c] = b7?a?), $P n>m 2; 

(66) G(36,3) = (a,b,c | a? ^ 
b-?,[a,b] 2 a2), 其 中 n>m>2; 

(67) G(37,3) = (a,b, c, d | a?" 29?" = d = 1, = a?" dK,lac = a7?" ， 
[b, c] = b^?d**, [a,b] — d, [d, a] = [d, b] 2 [d,c] = 1), KP n» m2 2; 

(68) G(38,2) = (a,b,c | a = i?" = 1, = a?b, [a,b] = a?" ,[a,c] = 61^?" ^, 
[b,c| = a? b-?), 其 中 n>m>2; 


= b" = 1c2 = a? ,ac = a7?" bc = 


T 
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(69) G(38,2) = (a,b,c | a? = 9," = d = 1, = a?bd*,[a,c] = bit2™ 
[b, c] = b^?d, [a;b] = d, [d;a] = [d, b] = [d, c] = 1), AP n >m È 2; 
(70) G(39,2) = (a;b, c;d | a" =b?" — d? = 1,c? = a?bd*, [b,c] = b^?d, [a, c] = 
b, [a, b] = d; [d;a] = [d;b] = [d,e] 2 1), X P n>m 23; 
(71) G(39,2) = (a;b; c;d | a? =d,b —d? —1,c? = a?b, [b, c] = b^?d, la; c] = 
b, la; b] = d, [d;a] = [d, b] = [d, c] 2 1), XP n» m2 3; 
(72) G(39,2) = (a,b,c | a?" = "^ = 1,2 = a2pi^*2" [a,b] = b?" , [a,c] = 
b, [b,c] = b7?*?^ y, AP n-m >2,m > 2; 
(73) G(39,2) = (a,b,c | a?” 2 9?" = 1, c? = a?b, |a, b] = b?” , eq = b, [b,c] = 
b22 £P n—12m23; 
(74) G(39,2) = (a,b,c, d | a?" = —d,d* = 1,c? = abd", [b c]  b^*d, lape] = 
b, [a,b] = d, [d, a] = [d,b| = [d, c] = 1), XP n-12m2 3; 
(75) G(39,2) = (a,b,c,d | a" =b?" —d,d? = 1, = a?b, TIS 3d, d, e] — 
b, [a,b] = d, [d,a] = [d, b] = [d,c] = 1), AF n-m 2 2,m È 2; 
(76) G(41,3) = {a,b,c | a = d? 1,59" = d^,c? = d"? [b,c] = a?" ^ b ?d's, 
[a,b] = d, [a,c] = [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1), AF m 22 En—mn» 1; 
(77) G(43,3) = (a,b,c,d | a?" = b” = d —1,c? = a dhi fa, c] = a7?d^», 
[a,b] = d, [b; c] = [d; a] 2 [d, 6] = [d, c] = 1), AP n» mÈ 2; 
(78) G(43,3) = (a,b,c | a^^ = p" = 1, = a? „[a, b] = b?” , Ja, c] = 
a ?,[bc]| 21), Kn» m22; 
(79) G(43,3) = la, byc, d | n" = d* — 1,0” = d", —a 
? ja, b] = d, [b, c] = [da] = [d, b] 2 [d,c] 2 1), AF n>m 1; 
(80) G(44,3) = (a,b,c,d | a” = d," —d,c? = d? = 1, [a, c] = a^?,[a; b] = 
d, |b, c] = [d,a] = [d, 5] = |d, j 1» XPn2»m22; 
( 
b| — 


2^ kz la, c] -— 


(81) G(44,3) = (a,b, c, d | a? =b = d? —1,c? = dh [a,c] = a-?d*?, [a,b] = 
d, b, c] = [d, a] = [d, [d;e] 21), AP n»m22; 
(82) G(44, 3) = (a,b, c | a? =b?” = 1,c? = d*, [a,b] = a?" , [a, c] = a-?, [b, c] 
1, 其 中 n>m > 2; 
(83) G(44,3) = (a,b,c | a? = 1,9?" = c = 1,la,d = a-?*7' ,[b, c] 
1, [a,b] = a”), 其 中 n>m 2; 
(84) G(44,3) = (a,b,c,d | a? = d = 1,0?" = di c? = d? [a,c] = a^?, [a,b] 
d, b, d = [d, a] = d0 = [d,c] 2 1), T m= 
(85) G(44,3) = (a,b,c | a? = b" = 1c = at?" [a,b] = a?" ,[a,c] 
2 [b,c| 2 1), AP n>m=1. 
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计算 可 得 下 列 事实 : 车 G 为 定理 7.218 "PB (13), (14) 或 者 (61) WEE, 则 G 
为 亚 循环 群 ， 对 于 其 他 类 型 的 群 ，G 为 Aw- 群 或 者 Au a 群 ， 由 此 可 得 下 面 的 
定理 . 

定理 7.2.19 设 G 为 有 限 2 群 , G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 4. X |G| = 
2" 22? 且 G/A 有 唯一 的 交换 极 大 子 群 , 则 G 或 者 亚 循环 , 或 者 GE Au o, 或 者 
G € Ay 3. 

推论 7.2.20 设 G 为 有 限 2 群 , 且 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 4. ÆG EA 
E |G| > 29, m] G 为 亚 循环 群 . 
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徐 明 曜 等 在 文献 [193] 分 类 了 非 交 换 真子 群 都 二 元 生成 的 有 限 p 群 . 这 是 有 限 
p 群 的 一 个 重要 群 类 . 著名 群 论 学 家 Rédei、 Blackburn, Kings, Janko 和 Berkovich 
等 曾 先 后 研究 过 此 类 群 的 特殊 情形 . 例如 , A, BÉ. A 群 、 亚 循环 p 群 、 真 子 群 均 
为 二 元 生成 的 p 群 、 非 交换 真子 群 均 为 亚 循环 的 p SESS p 群 类 都 是 该 群 类 的 子 类 . 
该 群 类 的 分 类 结果 在 有 限 p 群 结构 的 研究 中 是 十 分 有 用 的 . n 的 就 是 对 该 
群 类 进行 分 类 并 给 出 某 些 更 广 的 结果 . 证 明 与 原始 的 证 明 稍 有 不 同 . 


8.1 ” 非 交 换 真 子 群 均 亚 循 环 的 有 限 p 群 的 分 类 


Blackburn 在 文献 [43] 中 给 出 了 内 亚 循 环 p 群 的 分 类 . 曲 海 鹏 在 文献 [132] 给 
出 一 个 更 为 初等 的 证 明 . 该 证 明 可 见 [194] 定理 6.1.1: 由 于 该 分 类 经 常 被 使 用 , 为 
方便 读者 , 这 里 列 出 分 类 结果 . 

定理 8.1.1 (Blackburn) 设 G 是 内 亚 循 环 p Æ, Pp G 是 非 亚 循环 , 但 它 的 每 
A ARES XAR, 则 G 是 下 列 群 之 一 . 

(1) G Æ p? Bran ^F Xt d p 3E; 

(2) 对 p>2,G 是 p” 阶 方 次 数 为 p 的 非 交换 群 ; 

(3) p = 3, G 是 34 阶 的 需 零 类 为 3 的 下 列 群 : (a,b,c | b? = c? = 1, [c,b] = 
l;a? = 579, [ba] = G ie a] = 579 

(4) p 2 2, G S Qs x C; A Qs * C4. 这 两 个 群 的 阶 为 16, 后 面 的 群 有 如 下 的 表 
35: (2, 5,6 | a* 5 1,09 — ae — a*, [a b] 5 a*, [e a] — [e b] = 1; 

(5) p = 2, G 的 阶 为 32, E G 有 如 下 的 表现 : (a,b,c | at = b = 1,c = 
a? t? la, bl = b^, [c, a] = a?, fe b| WY 

非 交 换 真 子 群 均 亚 循环 的 有 限 p 群 的 分 类 由 张 勤 海 等 在 文献 [205] 给 出 . 这 里 
徐 明 曜 和 曲 海 鹏 根据 Berkovich 的 评论 提供 了 一 个 更 为 简洁 的 证 明 . 

定理 8.1.2 设 G 是 有 限 非 交 换 非 亚 循环 p 群 , 其 所 有 非 交 换 真 子 群 必 亚 循 
X, m G 是 下 列 群 之 一 . 

(1) 内 交换 群 ; 

(2) 内 亚 循 环 群 ; 

(3) G — M x K, $F K = (c), o(c) =p, E M 是 内 交换 亚 循环 群 ; 


8.2 ”真子 群 均 为 二 元 生成 的 有 限 p E .245 . 


(4) G = (a,c | aP" = c? =b = 1, [a,c] = b, [c,b] = 1, [a,b] = aP" ), KP p» 2. 

证 明 设 G 满足 定理 条 件 , 但 既 非 内 交换 , 亦 非 内 亚 循 环 . 取 G 的 一 非 亚 循 
环 极 大 子 群 A, 则 A 必 交 换 且 [Q1(4)| > P. 再 取 G 的 一 个 极 小 非 交 换 子 群 M, 
Wu] M 必 内 交换 且 亚 循环 . S EX G 的 包含 在 Q1(4) 中 的 p? 阶 的 正规 子 群 , 考虑 
ME. 因 ME 既 非 交换 , 亦 非 亚 循 环 , 有 G= ME. 

0) € MNE < (M), ÆW M 的 极 大 子 群 K, 有 MNE = KNE. 因为 
IKE| = |K||E|/IK n E| < |M||E|/|M N E|, W% KE 为 G 的 真子 群 由 于 KE 3E 
亚 循环 , 所 以 KE 交换 , 从 而 [K,E] = 1. 由 K 的 任意 性 可 知 [M, E] = 1. 任 取 
c € EX M, W (c, M) = M x (c) 既 非 交换 也 非 亚 循环 . 从 而 G = M x (o), 是 (3) 
型 群 . 

(i) 车 Mn E £ (M), 我 们 断言 |M N E| = p. €8,|MnE|« p， 因 为 
MNE<M, A MNE < Z(M) = 9(M), FA. 此 时 , M 为 G 的 极 大 子 群 并 且 
Q1(M) € 9(M). 所 以 可 令 


M = (a,b |a" =b = 1, [a,b] = aP™ ). 


若 Z(G) 不 循环 , 则 可 取 到 ce E\M, Ree Z(G). FÆG=M x (c) Æ (3) 型 
BF. 车 Z(G) 循环 , 则 Z(G) = Z(M) = (aP). 因 G 有 交换 极 大 子 群 (譬如 任 一 包含 
E 的 极 大 子 群 ) HEIM 1.7.6, |G'| 2 p. 取 ce EN M, Mce M EREHE M 
的 一 个 p 阶 目 同 构 . 于 是 a = a6 e M, pti. 用 a BI o E38 247] RACER aF b, 
可 设 a* = ab, BẸ [a, c] = b. 这 时 不 难看 出 G 有 (4) 型 群 的 定义 关系 . 还 要 证 明 这 时 
WA p2 即 可 完成 证 明 , WR p= 2, W) 1 — [a2,c] = [a,cj?[a,c,al, BI [b,a] = 1, 
FE. 口 


8.2 ”真子 群 均 为 二 元 生成 的 有 限 pf 


本 节 主 要 介绍 真子 群 均 为 二 元 生成 的 有 限 p 群 的 分 类 . 这 个 结果 是 由 Blackb- 
urn [43| 首先 得 到 的 . 我 们 先 给 出 一 个 简单 的 引 理 . 

引 理 8.2.1 ik G 是 有 限 2 群 . 若 对 于 G HENTE H RA d(H) < 2, 则 
G A EMRE. 

证 明 设 G 为 极 小 反例 . 因为 题 设 条 件 是 子 群 遗传 性 的 , 由 G 的 极 小 性 可 知 
结论 对 于 G 的 真子 群 都 成 立 . 也 就 是 说 G 为 内 亚 循环 群 . 但 由 定理 8.1.1 可 知 , 内 


亚 循环 2 群 均 为 三 元 生成 的 群 . 这 与 d(G) < 2 矛盾 . 口 
定理 8.2.2 设 G AAM pF. 若 对 于 G 的 每 个 真子 群 互 都 有 df( 万 ) < 2. 则 
G 为 下 列 群 之 一 . 


(1) 亚 循 环 群 或 者 内 亚 循 环 群 ; 
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(2) 极 大 类 3 群 , 除了 下 面 这 个 群 以 外 ， 
lae | a? m b oc m1,[a;c] = B, [a b] 5 a, [b, c] 5 1; 


(3) (a,b, c | a^ = b? = c? = 1, [b,c] = a? [a,b] = [a,c] 2 1), F p» 2; 

(4) (a,b,c | a” = bP = 1,c? = a??, [a,b] = aP, [a,c] = b, [b,c] = 1), 其 中 p>3, 
a=1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 

证 明 ER p—2 的 情形 . 此 时 由 引 理 8.2.1 可 知 , G 的 真子 群 均 为 亚 循环 
BE. 所 以 G 为 亚 循环 群 或 者 内 亚 循环 群 , 结论 成 立 . UFE p> 2. 

我 们 再 假设 G 不 是 亚 循环 群 , 也 不 是 内 亚 循环 群 , 也 不 是 极 大 类 ,3 群 . 只 需 在 
此 条 件 下 证 明 G 为 定理 中 的 (3) 型 群 或 者 (4) 型 群 即 可 . | 

情形 1 Gp. 

因为 G 不 是 亚 循环 群 也 不 是 内 亚 循环 群 , 所 以 |G| = pt B. G 没有 p 阶 的 初 
等 交换 子 群 . 

E G 为 交换 群 , 由 G 非 亚 循环 可 知 d(G) > 3. 显然 d(G) Z 4. 所 以 d(G) = 3. 
此 时 G 的 型 不 变量 一 定 是 (p^, p, p). 但 是 , 此 时 (G) 为 p? 阶 初等 交换 群 , 矛盾 . 

由 上 面 的 推理 可 知 G 非 交换 . 接 下 来 我 们 说 明 G 也 不 是 内 交换 的 . 否则 ， 


G = (a,b,c | a” zs DP = d [= lda, b eoa] = eb os l. 


此 时 (aP,b, c) 为 p? 阶 初等 交换 群 , 矛盾 . 所 以 G 一 定 是 A TIE. 检查 定理 2.42 可 
知 , G 为 定理 中 的 (3) 型 群 或 者 (4) 型 群 . 

情形 2 IG». | 

因为 G 既 非 亚 循环 也 非 极 大 类 3 群 , 所 以 由 [43] 的 定理 4.1 可 得 |G| = p^ E. 
d(G) = 3. 因为 对 G 的 每 个 极 大 子 群 M 都 有 d(M) < 2, 由 [43] 的 定理 3.1 可 知 
G= (a,b,c, x, y) 有 如 下 定义 关系 : 


[a,b] =z, [a,c] =y, lb,c= [az] = [a.v] = [b x] = b, y] = 1, 
aP = z? =y? =1, bP =°%yf, cp =y, 


其 中 0 <a, p, y, Sp-1, 405 4 (6 —o)? 为 模 p 的 平方 非 剩余 . 但 此 时 (a,r, y) 为 
p? 阶 初等 交换 群 , FJA. 口 

从 定理 8.2.2 中 剔除 三 元 生成 的 群 后 可 立即 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 8.2.3 设 G 为 有 限 p 群 , 若 对 于 G 的 每 个 子 群 电 都 有 d(H)«2. MG 
为 下 列 群 之 一 . 

(1) 亚 循 环 群 ; 

(2) Mọp(1, 1, 1); 


8.3 ”二 元 生成 的 有 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 T vg 


(3) 极 大 类 3 群 , 除了 下 面 这 个 群 以 外 ， 
(a;c| a? =b? = =1 [ase] = 5, [a, b] = a?, [b c] — 1); 


(4) (a,b, c | ap = bP = 1,c = a??, [a, b] = a?,[a,c] = b,[b, c] = 1), XP p » 3, 
o —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 


8.3 ”二 元 生成 的 有 交换 极 大 子 群 的 有 限 p BE 


本 节 研 究 二 元 生成 的 有 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 的 性 质 . 称 G 的 下 中 心 型 为 
(f fa, f), WÈ |G :Gz|= p^ HIF 2«isc'H |G: Gil =p". BA, G 
是 极 大 类 p 群 当 且 仅 当 它 的 下 中 心 型 为 (2, 1,… , 1). 
引 理 8.3.1 设 G 为 二 元 生成 的 有 限 非 交 换 p SEE G 有 一 个 交换 极 大 子 群 
A. 4- |G/G"| = p"** 和 c(G)=c. 则 
(1) G 的 下 中 心 型 为 (mc 1,1, ,1); 
OPE 


c—1 
(2) |G"| = p*, |G] = prte .R..|Z(G)| = p" 
证 明 (1) 4 be G\A, a1 € ANP(G). 则 


G= (b,a), PEA H G;= (la,(i— 1)b], Gis1), 


其 中 2 < i < c 特别 地 ，Ge = (a, (c 一 1)6]). ERAI [a (c — 1)b] € Z(G), 所 以 
[Qi; (c — 1)b]? = [a1, (c — 2)b, b?] = 1. 因此 |G. ifa 
为 了 证 明 G 的 下 中 心 型 为 (m 4- 1,1,- ls, 对 c 用 归纳 法 . Poco 2, W 


IG'-p»H chi ra (m 十 二 1). 结论 成 立 现在 设 c > 2. 因为 G/G 也 是 二 
元 生成 的 有 限 非 交换 p 群 并 且 有 交换 极 大 子 群 4/G。 所 以 由 归纳 假设 可 知 G/G。 
有 下 中 心 型 (m 4- 1,1, boD) 再 由 [G.| = p 可 知 结论 成 立 . 


(2) 由 (1) 可 知 a = = p^! Ñ |G| = prte. 再 由 公式 |G| = p|G"||Z(G)| (定理 
1.7.6) 可 计算 出 |Z(G)| = p". o 
EH 8.3.2 HG S4 AAUGEDLUGCRR p 群 且 G 有 交换 极 大 子 群 . 则 

(1) G/Z(G) 为 极 大 类 p 群 ; 
(2) (G) = G'Z(G); 
(3) IG n Z(G)| = p; 
(4) 设 M 为 G 的 非 交 换 极 大 子 群 . 则 Z(M) = Z(G) A 


M' = G3, Ma = G4 ,Mo II=Geo， 其 中 c=c(G). 
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证 明 ”我 们 仍然 设 |G/G'| = prH 和 c(G) — c. 

(1) 由 引 理 8.3.1 (2) 可 知 |G/2(G)| = p°. 因为 c(G/Z(G)) = c—1, 所 以 G/Z(G) 
为 极 大 类 p E. 

(2) 首先 证 明 Z(G) < e(G). 218, 则 存在 z € Z(G) Ve(G). 因为 d(G) = 2, 所 
以 存在 y EG 使 得 (z,y) =G. 此 时 G 为 交换 群 , 矛盾 . 因而 Z(G) « 9(G). 

由 (1) 可 知 , G/Z(G) 为 极 大 类 p 群 . 所 以 G'Z(G)/Z(G) = 9(G/Z(G)). 因为 
Z(G) < 9(G), 所 以 €(G/Z(G)) = 9(G)/Z(G). 因此 G'Z(G) = 9(G). 

、 i IG'||Z(G)| IG 

(3) 计算 可 得 [C n Z(G)| = GZO ^ HG ^ 

(4) 由 (2) 可 知 Z(G) < 9(G) < M, 所 以 Z(G) < Z(M). H31% $.7.6, 


IG| = plG'|Z(G)) R. |M] = p|M"I|Z(M)). 


因此 |G'/M"| = p|Z(M)/Z(G)]. 

4 G = G/M'， 则 由 G'/M' #1 可 知 G 非 交 换 . A 为 G 的 交换 极 大 子 
群 , 则 A/M' 和 M/M' 是 G 的 两 个 交换 极 大 子 群 ， 由 此 易 推 出 8(G) = Z(G). 
进而 由 定理 1.7.7 可 得 G 为 内 交换 群 。 从 而 |G'/M'| = p H G4 < M'.， 又 因为 
IG'/M'| = p|Z(M)/Z(G)|, 所 以 Z(M) = Z(G) 且 M'—G3. 

对 “用 数学 归纳 法 , 我 们 可 假设 当 3 <ig c-1 时 Gi= Mi. 此 时 


Ci+1l 一 [Gi, G] = [Mi_1, AM] = [Mi—i, M] = Mi. 


结论 成 立 . 口 

以 上 定理 可 用 于 分 类 非 交换 真子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 , 下面 先 给 出 这 类 
群 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 8.3.3 设 G 为 有 一 个 交换 极 大 子 群 A 的 有 限 非 交换 了 群 , 且 G 的 非 交 
换 子 群 均 为 二 元 生成 . 令 c(G) =c, 若 M 为 G 的 指数 为 pt 的 非 交 换 子 群 ， 则 

t<c-2, Z(M)-Z(G) .R M' = Ga, M3 = Ga, e i Maat T Ge. 
特别 地 , c(M) — c - t. i 

证 明 对 c(G) 用 数学 归纳 法 . t = 0 时 是 平凡 的 . 因此 下 面 假 设 M 为 G 的 
真子 群 . 取 K < G 使 得 M < K. 由 定理 8.3.2 (4) 可 知 c(K) = c—1, Z(K) = Z(G) 
且 

K' = Qy Ka, -—, Bi Gs 


因为 |K : M| = pt, 由 归纳 假设 有 t+ 一 1 < c 一 3, Z(K) 2 Z(M) H 


Ar — Kia = Gt+2, M3 m= Kti2 一 G3; Cag Mc-1-4 - Ke = Ce 


8.4 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 (一 ) , 249 - 


因此 结论 成 立 . o 

推论 8.8.4 设 G 为 有 交换 极 大 子 群 的 非 交 换 p 群 , 且 G 的 非 交 换 子 群 均 为 
二 元 生成 . 令 c(G) — c. 则 

(1) G 的 指数 为 p ”的 子 群 都 交换 ; 

(2 X M AG 的 非 交 换 子 群 , 则 M A A 群 当 上 且 仅 当 |G: MI = ptt. HR 
别 地 , G 为 Aei 群 . 

本 节 最 后 , 我 们 再 给 出 一 个 简单 而 有 用 的 公式 . 

命题 8.3.5 3 G 有 交换 极 大 子 群 A,beG\A 且 deG'. 则 (bd)? = b 

WEBB ”由 引 理 1.7.5, FE a c A 使 得 d = [b, a]. 因此 


(bd)? = (blb, a])* = (b°)? = (P)? = 


结论 成 立 . 口 


8.4” 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p BE (一 ) 


本 节 分 类 有 交换 极 大 子 群 且 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p SE. 
设 G 为 有 交换 的 极 大 子 群 A 的 非 交换 p SE, H G 的 非 交 换 的 子 群 均 为 二 元 
生成 . 当 c(G) = 2 时 , 由 推论 8.3.4 可 知 G 为 内 交换 群 . 本 节 均 假设 c(G) > 3. 
定理 8.4.1 设 G 为 有 交换 的 极 大 子 群 4 的 有 限 非 交换 p 群 , 且 G 的 非 交换 
的 子 群 均 为 二 元 生成 . 令 c(G) =c 和 |G| = p+, 其 中 c>3. 则 对 任意 的 be GA, 
Z(G) = (^, G.), o(bG") = o(bG;) = p" 且 存 在 au € 4\@(G) 使 得 o(a1G')=p. 令 
(a) a; = da;-1,0], XP 122,3, ; 
则 对 于 1 和 ec 有 ai 尖 1,G' = (azas ;Qc), Gc = (Qe), 且 下 面 的 关系 成 立 . 
(b) [ac,b] = 1; 
(c) [aj, a5] 2 1, $,2 — 152, 
(d) 存在 满足 0<5<p-—1 — sa 
(c) &AR RO y «p-1 aui sqai- «9. ‘ap = a; 
(f) aj d aË) . wo 
进一步 , X &(a)—(f)$ G LA KU 反 过 来 , 满足 关系 (a) 一 (f) 的 群 
G 的 非 交 换 子 群 必 为 二 元 生成 的 . 
证 明 ”由 定理 8.3.1 可 得 , G 的 下 中 心 型 为 


(mtl lD, |G|-p»^*' H Z(G) =p". 
一 一 


c—1 
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因为 G = (b, A), 所 以 Z(G) e: C A (b). 令 M = (b, Ge= 1) . 因为 [Ge l; b| = Ges 所 
以 M' = Ge. 由 定理 1.7.7, M € A. 从 而 Z(M) = 9(M) = (P, Ge). 由 定理 8.3.3 
可 得 , Z(G) = Z(M) = (9,G.. 因为 1Z(G)| = p", 所 以 o(bG.) = p^. 因为 bo e 
Ca(b) = Z(G) 以 及 G' n Z(G) = Ge( 见 定理 8.3.2 (2)), 所 以 o(bG") = o(bG.) = 
因此 G/G' 的 型 不 变量 只 能 是 (zm,p)， 从 而 存在 a1 € A 满足 o(a1G") = p 以 及 
G/G' = (bG',a1G^). 因为 A/G' = (bPG',a1G^), 所 以 A/G' 的 型 不 变量 为 (p, p). 

由 c(G) = c 可 得 (b) 成 立 . 从 而 对 于 i>c 有 ai=1. 由 a1€ 4 可知 (c) 成 立 . 
因为 b? € A, 所 以 [aj i, 0] = 1 对 于 2 <i € c FAL. 

利用 命题 1.1.9 可 得 


[ai-1, bP] = aj ai UI Oipp-1 =L 
从 而 (£) 成 立 . 因为 o(bG^) = o(bG.) = p", 所 以 (d) 成 立 . 因为 
6), (8) (8) p E9 D (2) (p21) B 
[a1 a5 äp ,b| = asas Ap apa = 1, 


所 以 DUM, z n2 € Z(G). 因为 o(a1G') = p, 所 以 a? e G'. 因此 
a6) al) zr no E G'nZz(G) - Ge 
所 以 (e) W. 
以 下 证 明 (a)—(f) 为 G 的 一 组 定义 关系 . (注意 (f) 可 由 (a)—(c) 以 及 (e) 导 
tH, 因此 (a) 一 (e) 也 是 G 的 一 组 定义 关系 .) 在 (f) E, 分 别 取 i = c,c 一 1,:… 可 得 
o(qe) = CT o ,0O(Qe— p+2) = = B. * , Ai VER (a, Qj41, TT , Qc) 
满足 |A| = pitt, 其 中 i = 2,3,.-. 因此 G' = (a2,a3,-:- ,ac) 的 阶 为 pc 由 
(c) 可 知 G' 是 交换 的 . EH (e) TTA, ， hi := (G',a1) 是 p^ 阶 交换 群 . 由 命题 1.1.9 以 
及 (a) 可 得 
las, P] = af af 
因此 b e Z(G). 最 后 由 (d) 可 知 , G 为 Ai 被 Opm 的 循环 扩张 . 
最 后 证 明 满 足 关 系 (a) 一 (f) 的 群 G 的 非 交 换 子 群 必 为 二 元 生成 的 . 设 M 为 G 
的 非 交 换 子 群 , 则 M 中 存在 A 外 的 元 素 . 因为 G = b,a), 所 以 不 妨 设 这 个 元 素 
为 baid, 其 中 de G'. 由 命题 8.3.5 可 得 
(ba1d)? = (bailbai, a])? = (bai)?. 
进一步 由 命题 1.1.10 计算 可 得 
(bai)? = b? JI lib, jaz "| f)at = bratrat(s D. «gp = Patt, 


icTjs€p 


"041 = 1. 
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易 知 a.c M'« (M). 进而 由 上 式 可 知 Z(G) = (bP,a.) € €(M). 由 定理 8.3.2 可 
Al G/Z(G) 为 极 大 类 p St. 再 由 推论 1.11.11 可 知 M/Z(G) 为 极 大 类 p 群 . 因此 
d(M/Z(G)) = 2. 最 后 由 Z(G) < €(M) 可 得 d(M) = 2. 口 

下 面 我 们 来 研究 定理 8.4.1 中 的 群 的 同 构 问 题 . 首先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 8.4.2 jk G= (bai) 为 满足 定理 8.4.1 中 的 定义 关系 的 群 .。j,s, si(i = 
1,2---,c) 为 整数 . N 

(1) (ba1)? = bal; 

(2) 车 (s,p) — 1, W (baas --- a$-)? = b*?a31*, 

证 明 — (1) 由 命题 1.1.10 可 得 


JYp j pT f (4) = j py j Ilkka) 
(ba)? = bP (a3) iH [ai , ib] bP (aj)? [[ [ai ib] 


— pal S)... M 一 加 az 
(2) Æ (s, p) = 1, 则 bajta? ,ase 三 (bas 1)s (mod G’). $ 
Wo + (bas 51)sd, 
其 中 de G'. 由 命题 8.3.5 可 得 
(b*aj aj? ase)P = (ba? *')*d)? = ((ba? ®!)s)? 
= (bay "P = (Paz "ms = Pant, o 


当 m= 1 时 , 定理 8.4.1 中 的 群 就 是 有 交换 极 大 子 群 的 极 大 类 p 群 . 因此 , 以 
下 我 们 仅 研 究 m 2 2 时 的 情形 . 

定理 8.4.3 设 G de G 为 满足 定理 8.4.1 中 定义 关系 的 两 个 群 , 其 中 m > 2. 
它们 的 生成 元 以 及 参数 分 别 为 (bai) 和 {b,a1} 以 及 (6,7) e (6,3). RJ GSG 的 
充 要 条 件 为 存在 整数 s,t1,k 满足 p1sti 且 

(1) s97?140 = ô (mod p); 


(2) *t1s*73 = tiy + kô (mod p). 
证 明 EO AAGA G 的 同 构 映 射 . U A^ = 4 和 (GO? = G' 成 立 . 不 妨 设 
一 和 
其 中 pf sti. 计算 可 得 


al = aj on (mod Gi41) (2X«ix€c- 1). 


. 252 . 第 8 章 非 交换 真子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 


由 引 理 8.4.2 可 得 
(= 本 


因此 (b9")9 = psp" = as, 因为 (b9" )? = (a3)? — as" 9, 所 以 
s° 2t16 = ô (mod p). 
由 引 理 8.4.2 可 得 (bai)? = Pa] 和 (ba)? = bal. 后 一 个 等 式 用 0 作用 后 , 左边 为 
(bafta? .. .ascbkP” atigt?...ate)?. 
由 引 理 8.4.2, 它 又 等 于 bPa * 95; 而 等 式 的 右边 为 bragi tag p. 因此 
^11s*^! = t^ + kô (mod p). 


反 过 来 ， KURSE (8, ) 和 (0,5) 满足 定理 中 的 条 件 , 由 上 面 的 计算 容易 看 出 ， 
0:b o bta 5 bp al 为 一 个 从 G 到 G 的 同 构 映射 . O 

定理 8.4.4 HG 为 有 交换 的 极 大 子 群 的 非 交换 p 群 , LG 的 非 交换 的 子 群 
均 为 二 元 生成 . A c(G) =c F |G| =p, P c23H. mz2. 则 满足 条 件 的 G 
共有 2 十 gcd(c 一 1,p 一 1) 个 . 

证 明 ”利用 定理 8.4.3 的 结果 . E 5 与 p 互 素 , 则 5 可 化 为 1, y 可 化 为 0. 者 
p 整除 ô, W y= 0 或 者 可 取 ged(c 一 1,p 一 1) ME. 口 

引 理 8.4.5 G, A, a1,… ,Qc,b 和 ”都 如 定理 8.4.1 所 设 . 令 Ai = (ai, Qipi 
a),c-l-(p-l)qptr,X'Pg20HR0£rt&p-2. 

(1) - 0, M] Ai = (a1) x (a2) x+ -x (ap-1) = Cph x CR"? 3L ae = as 

(2) Æ y z 0, 则 

() «Ff q = 0 (BP c < p), Ai = (a1) x (a2) x x (a1) = Cp x Cz? H 
dl = az; 

(i) FF q = 1, r =0 (Ff c— p) E y — 1, A = (a1) X (a2) X *** X (ap) = Ch; 

(ui) XT q = 1, r = 0 (Pp c = p) E y £ 1, Aı = (a1) x (a2) X -+ X (ap-1) = 
Cpa xX CP-2 且 虽 =ag | 


(iv) 对 于 C 之 分 十 L, A1 = (a1) x (az) DK ss A (ap—1) = ari x T ila 且 


WERA ” 当 c=c(G) < p— 1 时, 由 定理 8.4.1 的 (e) 一 (f) 可 知 
B= =" == exp(A)- 


因为 aof = a7, 故 exp(41) = p R pP, 分 别 对 应 于 ?7 = 0 或 者 #0. 因此 有 (1) 和 
(2)(1) 成 立 . 
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X c= p 时 , 由 定理 8.4.1(e) 可 知 a? = a2-1. AHA (1) 和 (2) 的 (ii) 与 (iii) 
成 立 . 

当 c >p 时 由 定理 8.4.1(e) 和 (£) 可 得 : WF i z2 我 们 有 olai) = p-o(a;45—1); 
XFTi2pa€9(Ai). 因此 Ai = (a1,… ,ap_1). 容易 验证 


q+1 
, 


o(a1) = +-+ = o(ac41) = p olar42) = -+ = o(ap-1) = p". 


所 以 有 
o(a1)o(a2) o(ap—1) = |Ail. 


因此 Ai 一 (a1) X (az) XX (a, 1). 
最 后 对 c 用 数学 归纳 法 证 明 a; = aL. prl«c«2p-1, 由 定理 841 
HJ (e) 给 出 结果 . 当 c> 2p 时 ， 


Q1(A1) = ae ,Uept1) = Go-pt1. 


令 互 = G/Q1(G), W c(G) =c 一 p 十 1. 由 归纳 假设 可 得 acp = a0," (mod M 
(41))， 从 而 oz = af .再 一 次 由 定理 8.4.1 的 (e) 可 得 ac = az?,,1. 因此 


—n)g 
a, = ac. o 


下 面 的 推论 8.4.6、 定 理 8.4.7 及 定理 8.4.8 可 由 定理 8.4.1, 定理 8.4.3 和 引 理 
8.4.5 得 到 , 证 明细 节 略 去 . 

推论 8.4.6 设 G 为 有 交换 的 极 大 子 群 的 有 限 非 交换 卫 群 , 且 G 的 非 交 换 的 
子 群 均 为 二 元 生成 , c(G) 2 3. 则 

(1) # pg 2, 则 G 为 亚 循环 群 ; 

(2) € á 3s 则 d(G') 2c—1. Zc2zp-1, RJ d(G') 2 p- 1. 

定理 8.4.7 ik G 为 有 交换 的 极 大 子 群 的 有 限 非 交换 2 3f, 且 G 的 非 交 换 的 
子 群 均 为 二 元 生成 . A c(G) =c f |G| = prt, AP c23 Emz22. 则 G 为 下 列 
互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(1) (a,b | a^ =b?" = 1,a^ = at}; 

(2) (a,b|a? =1,b = a?" ,at m t 

(3) (a,b | a? = 9?" = 1, a? = a-1*?* 5), 

定理 8.4.8 i G 为 有 交换 极 大 子 群 的 有 限 非 交换 了 和 群 (p ATEK) EG 
的 非 交换 子 群 均 为 二 元 生成 . 令 c(G) — c dfe |G| = pm+e, P 0623 Em 2 2. 则 

(I zc p, 则 @ 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) 交换 p Æ (a1) x (a2) X +- X (ac) (= C5) 被 p" 阶 循环 群 的 扩张 , 即 (ar, b | 
ab = bP™ —1,[aj,b| = aj41,[a5,5] = 1, [ai a;] = 1), &'F1&«i&ecplsj&c-1 
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(2) X4% p Æ (a1) x(az)x…x(ac)(=C5) 被 p” 阶 循环 群 的 扩张 , 即 (ai, b | 


ml 


a? =bP™ = 1, [aj, b] = aj+1, [ac-1, b] = , [ai aj] = 1), &'FP1«i«c-1«€ p- 1, 
1X&j&€c—2; 

(3) 交换 了 s" (a1) x (a2) x «x (aci) (9 Og: x C2?) 被 pm 阶 循环 群 的 扩 
张 , "P (anb |a = ab = 0” =1 ide b] = aj+1; [ac-1,0] = af, [ai,a;] = 1), 其 中 


2«i€c-l&€p-1,1&j&€c-2,t—11,12,:* te ipi 其 中 titz stieg) 
为 由 群 E* 的 c— 1 次 需 组 成 的 子 群 下 的 一 组 陪 集 代 表 元 (共有 ged(c — 1, p — 1) 
个 群 ). 

(I 22c2p-1,N]qy4-c—-1—(p—-1)grr, &'* q421.R 0&rp& p —2, N] 
G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . | 

(4) 交换 p 群 (a1) x (a2)x…x(ap-1)(= Ozi1 x Cz" ?) 被 pm 阶 循环 群 的 扩张 ， 
gp (ab | a? = a?" = 6" = 1, [oss] = age [ap t] = a1 az 9 az? a CP", 
[5,94] 21, &'P1&i&Trc-l,r-2&j&p-ll1&k&p-2,1&wv&p-1, 
t — pti ta, e tip- AP tutz ,t(rip-1) 7 IRE ES 89 c— 1 IIR ALS TRE 
F 的 一 组 陪 集 代 表 元 ( 共有 ged(r, p —1) -- 1 个 群 ); 

(5) 交换 了 群 (01) x (a2) X ,Xx (ap-1)(= Cun x " Ms 7?) 被 p" 阶 循环 群 的 
扩张 , 即 (anb | a2 = a" = 加 ”= 了 ”= al [ax] = ak, [ap-1,b) = 
(55 9 .--az, [aa] 21, 其 中 1«i& rtl, r42«j&p-L 1&k« 
p-2,ls£wuvté€p-Ll. 


Q4 
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本 节 分 类 无 交换 极 大 子 群 且 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 . 

定理 8.5.1 ik G 为 极 大 子 群 均 不 交换 的 有 限 p 群 , LG 的 非 交换 的 子 群 均 
为 二 元 生成 . 车 G 为 极 大 类 p 群 , 则 p= 3. 

证 明 ”因为 极 大 类 2 群 均 有 交换 极 大 子 群 , 所 以 p > 3. 假设 结论 不 成 立 , 则 
有 p > 5. 因为 pt 阶 群 一 定 有 交换 极 大 子 群 , 所 以 |G| > p. 令 G = G/G4, W 


IG| = pt. 因此 G 有 交换 极 大 子 群 M/G4. 由 于 G2 AS 以 及 IG/Gs| = p5, 
由 定理 1.11.8(7) 可 知 exp(G) = p. 从 而 M/G4 为 p? 阶 初等 交换 p 群 . 这 将 导致 
d(M) > 3, 与 题 设 矛盾 E 

定理 8.5.20 4G àp 阶 群 , Kn 2 4. XE G 有 一 个 极 大 子 群 是 极 大 类 的 ， 
则 或 者 G 也 是 极 大 类 的 , 或 者 G 满足 d(G) = 3, G' 2 9(G) B. c(G) ^ n — 2. 
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证 明 Xin 用 归纳 法 . 由 pt 阶 群 的 分 类 可 知 结论 对 n = 4 成 立 . FE n2 5. 
设 M 是 G 的 极 大 类 的 极 大 子 群 , 则 c(M) =n 一 2. 令 N = Z(M) = Mn- 和 
G = G/N, W G 有 一 个 极 大 子 群 M/N 是 极 大 类 的 . 由 归纳 假设 得 , G 是 极 大 类 的 
a G WAE d(G) =3,G —-9(G) 且 c(G)=n-3. 

E G 为 极 大 类 的 , 则 G EJ p 阶 正规 子 群 唯一 , 即 Gn_2 = G_2/N = Mn-3/N. 
从 而 一 定 有 Gn-2 = Maza. 此 时 Gn_1 2 [Gu 2, M] = Mn-2 £ 1. 所 以 G 也 是 极 
大 类 p fit. 

E GWid(G)-3,G —9(G) 且 (G) =n — 3, WA) ^l d(G) = 3, G! = 9(G) 
和 c(G) — n — 2. o 

定理 8.5.3 设 G 为 有 限 2 群 , G 无 交换 极 大 子 群 且 G 的 非 交 换 子 群 均 二 元 
生成 , 则 G 为 亚 循 环 群 . 

证 明 ”这 是 [43] 中 的 定理 51 的 直接 结果 . 口 

定理 8.5.4 HG 为 非 亚 循 环 的 p? 阶 群 , G 无 交换 极 大 子 群 且 G 的 非 交换 子 
群 均 二 元 生成 . 若 G 不 是 极 大 类 3 群 , LG € Ao c(G) = 3, 并 且 G 为 下 列 互 不 同 
构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b | ap 三 和 -g- 1, [a,b] = c, [c, a] = dP, [c, b] = aP), &—- p > 5, v 23 
一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; | 

(2) (a, b | a” 一 加 Lg], [a, b] = c, [c, a] = a7?b-**, [c,b] = a7»), P p 2 5, 
Ak gn? —1, Xo r= 1,2, z(p 1), g A p 的 最 小 原 根 

(3) (a,b | a9 =b =P — 1, [a 5] — c, [e, a] — 57?, [c; 5]  a?); 

(4) (a,b | a9 =B = c? — 1, [a,b] = c, [c, a] — a9b3, [c, b] — a7). 

定理 8.5.3 可 知 p 为 奇 素数 . 由 定理 8.5.1 可 知 G 不 是 极 大 类 的 . 设 

M 为 G 的 极 大 子 群 . 由 定理 8.5.2 可 知 M 也 不 是 极 大 类 的 . 因为 |M|= p*, H p* 
阶 群 的 分 类 可 知 M € A. 所 以 G € Ao. 查阅 p^ 阶 群 的 群 表 可 得 定理 中 的 群 。 口 

定理 8.5.5 设 G 为 非 亚 循 环 的 有 限 p 群 ,其 中 p 之 3,|G|=p">p 且 G 的 
非 交 换 子 群 均 二 元 生成 . 若 G 无 交换 极 大 子 群 但 有 内 交换 极 大 子 群 , 则 G 的 内 交 
换 极 大 子 群 唯一 . 若 这 个 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 是 亚 循 环 的 , 则 G 为 极 大 类 3 群 ; 
若 这 个 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 不 是 亚 循 环 的 , 则 G 为 以 下 互 不同 构 的 群 之 一 . 

(A) |G| = 32e*? P e 2 2. 

(Al) (s1,55,8,m7 | 3? =8 —x?-— 1,0? — x, [9,8] — 52, [53,9] — 53^ 951 ?, 
[81,82] = z, [z, $1] = [m 8] = 1); 

(A2) (31,835,8,z | a — s;* — 2? — 1,69 — s; ^ z,[51,0] — s2,[82, 8] — 
827581 5, [$1, $2] — 2, [m, $1] — [3,8] — 1); 


E E 
(A3) (s1,52,0, 8, | 31% = s? 1 g,3^ 


= NM E. HER 
39 —1,99—25 .a9-—3 [tm, 
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I| 281, [53,0] — x, [51,8] — 82, [53,8] — 52 951 5, [51,83] — [2,0] = [m 2| = 1); 
(A4) (s1, 82,0, 8,2 | 818° = s23" = T? = 1, 8 = r,a? = 81739271519 T, 
[o4 8] = slra] = a [81, 8] — 52, z 8] — s2^?81^?, [81,82] = [ea] = [z, 8] — 1). 
(B) G| e ger XT 6e23,702z124,2. 
(B1) (51,55,8 | 51% = 823 = z? = 1,89 = m, [s1, 8] = 52, [82,8] = 52735173, 
[51,52] = z, [z, $1] = [z, 8] = 1); 
w (31,528 | s13 一 523 "-g25221, = si g, [s1, 8] = s2; [52,8] = 
$3 9581 *,[51, 82] = z, [2, 81] = [2,8] = P 
X (51,82, Da | 539 7g —4395—1,09—2z-1,03 — s,7385-189"3^ * 
[o B] = si, [s1, 8] = 52; es = 53 281 ^, [51,0] = z, [7, 8] = [, 0] = das = 1) 
(B4) (51,52,0,0.| s = 823 = r? = 1,89 = z, o? = 81738271823 ^ 
[o, 8] = si, [s1, 8] = s2, [82, 8] = s2 581^ ?, [81, 0] = z, [, 8] = [z, o] = [s1, s2) = 1). 
证 明 ”首先 证 明 G 的 内 交换 子 群 唯一 . 若 否 , 由 定理 7.1.1(2) RT AT, c(G) < 3, 
@(G')Gs < C2, H G/B(G')Gs 为 内 交换 群 . 又 由 [43] 中 的 定理 4.2 可 得 |G/Gs| = 
23. 所 以 |G| < p*, FE. 
若 这 个 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 是 亚 循环 的 , 由 定理 7.2.11 可 知 G 为 极 大 类 3 
群 ; 若 这 个 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 不 是 亚 循环 的 , 则 G 为 定理 7.2.12 和 定理 7.1.13 
中 的 群 . 经 过 检验 , 得 到 定理 中 的 群 . 口 
定理 8.5.5 中 的 群 还 有 另外 一 种 简洁 的 表示 . 这 里 仅仅 列 出 结果 , 证 明 可 参看 
文献 [193]. 
定理 8.5.6 设 G 为 非 亚 循环 的 有 限 p E, 也 不 是 极 大 类 3 群 , |G| p^ 2 ph 
E G 的 非 DETENER X G 无 交换 极 大 子 群 但 是 有 内 交换 极 大 子 群 , 则 
p 38, H: 
(1) & |G| = 3****, XP q > 1, HL G= (a,b) E. 


a3 — a3 =b" -6-1, [a,b-—a», [a,b] = a3, 


q 21 
[34,32] =c, [cai] = |c a2] 2 1, aiazaas = aA T3 = aj ur 


其 中 s—0,1,k —0,1. 
(2) # |G| = 3*«*?, XP q > 1, A) G = (a,b) B 


aj" zx ad =b" = -1, [a1,b|] 2 a2, [a2,b] = aa, 


1 
[a1, a2] =G [c, a1] = [c, az] —E N alazas — gKC 9 p = 


其 中 s=0,1, k-0,1,2. 
最 后 , 我 们 研究 极 大 子 群 既 不 交换 也 不 内 交换 的 情形 . 


ELLE 
aj ) e 


? 
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定理 8.5.7 jk G 为 非 亚 循环 的 有 限 了 群 , 其 中 p 之 3. |G| =p" 2 p? EG 
非 交 换 子 群 均 二 元 生成 . 若 G 既 无 交换 极 大 子 群 也 无 内 交换 极 大 子 群 ， 则 
(1) G T G 的 极 大 子 群 都 不 是 极 大 类 的 ; 
(2) G' = (G) 为 交换 群 , Ga = U1 (G), |G/Gs| = p? 
(3) A K m G 的 极 大 子 群 , 则 G3 = 9(K); 
(4) c(G) 2n—2, G 的 下 中 心 型 为 (2,1,2,1,1 ,1). 车 天 为 G@G 的 极 大 子 群 ， 
“nt Me 


n—5 
则 Ks — Ga, Ka = Gs,:-- , Kn- = Gs; 


(5) |G| = 

证 明 (1) di G 有 极 大 子 群 是 极 大 类 的 , 则 由 定理 8.5.2 可 知 G 也 是 极 大 类 
的 (否则 a(G) = 3, 与 条 件 矛 盾 ). 再 由 定理 8.5.1 可 得 , G 为 极 大 类 3 BE. 但 是 极 大 
类 3 群 的 基本 子 群 G1 不 是 交换 的 就 是 内 交换 的 , 这 都 与 条 件 矛 盾 . 所 以 G 和 G 
的 极 大 子 群 都 不 是 极 大 类 的 . 

(2) Æ G' 非 交 换 , 则 a(G^) = 2, 与 [41] 中 的 定理 4 矛盾 . 其 他 结论 来 自 于 [43] 
中 的 定理 4.2. 

(3) 因为 G/Gs = G/U1(G) AH RAA p 的 p? 阶 群 ,所 以 K/Gs 为 p? 阶 初等 
交换 群 . 因为 d(K) = 2, 所 以 G3 = (K). 

(4) 设 K 为 G 的 极 大 子 群 ， 由 题 设 可 知 , K 既 不 交换 又 不 内 交换 . 由 (1) 可 
知 K 不 是 极 大 类 群 。 由 (2) TA K 有 交换 极 大 子 群 ， 从 而 根据 定理 8.3.3, 可 设 
"P. =g 以 及 |K| 2 prte, 其 中 m > 2,c > 3. 此 时 


(G| = »"**", |G] = pt1, |G3] = p*77. 


由 定理 a3. Ier, [| =p H K/K' 的 型 不 变量 为 (pm,p). 4 G — GJ/K'. W 
[G| = p"? H G 有 交换 极 大 子 群 K/K'. 因为 [G/G | = p?, 由 定理 1.11.9(2) 可 知 
G 为 极 大 类 的 . 计算 可 得 , Gs = Gs/ K' = 9(K)/K' = 9(K/K") 为 p" 阶 循环 群 . 
由 定理 1.11.8(6) TA, G 中 没有 p? 阶 循环 群 . 所 以 必 有 m = 2. 此 时 


c(K)2n—-m-12n-3, |K'|2p**, IG|=p H G4,«K. 


因为 K' < B(K) = Gs, 所 以 1 z Kn-3 € Gn_2， 因 为 G 不 是 极 大 类 的 , 所 以 
c(G)=n-— 2. 

再 设 M 为 不 同 于 K 的 G 的 极 大 子 群 由 上 面 的 讨论 可 知 c(M) = n- 3, 
|M"| = p^7* 以 及 G4 < M'. 因为 M/K' 不 交换 , 所 以 
|M"| 


IKII’ o 
M BC |M' n K'| 
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进而 |M'n K'| 2 p5. 因为 G4 < M'n K', 所 以 |G4| < p". 男 一 方面 ， 
[Ga] = |G4/Gs||Gs/Gs| - - - |Gn-2| 2 p". 
因此 IG4| = p"5, IG3/G4| 三 人 B. G 的 下 中 心 型 为 (2 1,2, L, LcyL). 


n—5 

因为 K' < Gz, 所 以 Ki < Gia, 其 中 3 < i < n 一 3， 比 较 群 的 阶 后 可 得 
Ki = Gia, AP 3«i€n-3. 

(5) ES, 则 n- 3 > 4. 由 (4) 可 得 |G as| = P. 令 M = CelGn-3). I 
G/M < Aut(Gn-3). 因此 M 为 G 的 极 大 子 群 . 再 由 (4) 可 得 Mn_4 = Gn- H 
c(M) 2n—3. 因为 Gn_3 < Z(M), TK Mn-4 € Z(M). 因此 e(M) < fh — 4, FE. O 

由 定理 8.5.7 可 知 : 设 G 为 非 亚 循环 的 有 限 p Sf, d G 既 无 交换 极 大 子 群 也 
无 内 交换 极 大 子 群 , 则 |G| = p9. 进一步 可 知 G 是 定理 8.5.4 中 的 群 的 p 阶 中 心 扩 
张 . 利用 第 2 章 和 第 3 章 介 绍 的 方法 , 可 以 决定 这 样 的 群 的 同 构 分 类 .“ 限于 篇 幅 , 本 
书 上 只 列 出 最 后 的 结果 . 具体 过 程 可 参看 文献 [193]. 

定理 8.5.8 id p25,G 为 有 限 p 群 ,G 非 亚 循 环 且 G 的 非 交 换 子 群 都 是 二 
元 生成 的 . ÆG 的 极 大 子 群 既 不 交 挽 也 不 内 交换 , 则 G= (a,b), 具有 以 下 关系 : 


P a = 1, [&,b|]-— 26, leb eae"? [ea] = b"Pg"P. 
mabe = lo b] — cP,. [e aP| — [e 67] = [cP, a] — [eP, bl e T. 


其 中 vv 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 这 样 的 两 个 群 同 构 当 上 且 仅 当 (mm 一 1)? 一 
v1(n +v)” 模 p RAR. 

定理 8.5.9 设 G 为 有 限 3 SE, G EMRK, 且 G 的 非 交换 子 群 都 是 二 元 生 
成 的 . E G 的 极 大 子 群 既 不 交换 也 不 内 交换 , 则 G 为 下 列 群 之 一 . 

(1y mb | a? = P = p = P [l lat = ele b 5 a? lea] = 3 [o?,b] = 
lab?) = d, [d, a] = [d, b] = 1); 

(2) (a,b | a9 = P =e [l d? [l l, at - e,t] [= aSd,[e,a| = 0 d, [a?, b] — 
[a,b] = d, [d, a] = (d, b] = 1). 
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显然 , 非 交 换 真子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 的 生成 元 个 数 至 多 为 3. 由 于 前 面 
已 经 分 类 了 非 交 换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p E, 所 以 本 节 只 需 分 类 满足 条 件 的 三 
元 生成 的 群 . 

定理 8.6.1 设 G 为 三 元 生成 有 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 . 若 G 的 非 交换 真 
子 群 均 二 元 生成 , 则 G 为 A: 群 . 


8.6 ” 非 交 换 真子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 的 分 类 - 259 . 


证 明 用 反 证 法 . 假设 G 不 是 A. 群 . 设 4 OG 的 交换 极 大 子 群 ，M 为 
G 的 一 个 非 交换 极 大 子 群 . 则 d(M) = 2 H M 有 交换 极 大 子 群 AO M， 由 定 
FE 8.3.2 (2) 可 知 Z(M) < EB(M)， 因 为 d(G) = 3, 所 以 (M) = e(G). AA 
Z(M) < (M) = (G) < A H G = AM, 所 以 Z(M) < Z(G). 由 定理 1.7.6 可 得 


IG| = pIG'llZ(G), |M] = p|M'||Z(M)]|. 


所 以 |G'/M"||Z(G)/Z(M)| = p. 因为 G ¢ A2, 所 以 G 有 一 个 既 非 交换 又 非 内 交换 
的 极 大 子 群 M. 由 定理 8.3.3 可 得 c(M) 2 3 B. |M'| >p. 下 面 分 成 两 种 情形 讨论 . 

情形 1 G'=M' H |Z(G)/Z(M)| =p. 

设 K < M 且 K€ Ai. 由 定理 8.3.3 可 知 Z(K) — Z(M) H |M : K| = p 72, 
取 de Z(GNZ(M) 并 且 令 = (K,d). W |N'| = |K'| 2 p. 因为 |G'|= |M'| 2 p?, 
所 以 N < G. 从 而 a(N) 22. 因为 |N'| 2 p, 所 以 N € A. 由 定理 8.3.3 可 得 
IM:N|-p00-?, AMA N =K _H de K. 进一步 有 de2Z(K)= Z(M), FA. 

情形 2 Z(G)= Z(M) B |G'/M'| =p. 

由 定理 8.3.2(2) 可 知 (M) = M'Z(M). 因而 G' < 9(G) = #(M) = M'Z(M). 
令 eeGN fll e = mz, $FP m € M', z € Z(M)\\M'. 则 zeG'\M' 且 
z € Z(M) = Z(G). & be M\A. Wl] G = (b, A). 由 定理 1.7.5 可 知 , FE a c AG 
z = [a,b]. 因为 z € M', 所 以 a 4 M. Wi G = (b,a, ANM). * N = (ba, 9(G)). 
则 N 为 G 的 极 大 子 群 . 因为 N 非 交 换 , 所 以 8(G) = e(N) 并 且 因 此 有 N = (b,a). 
注意 到 [a,b] = z € Z(G) 以 及 NM = ([a,b] | g € N) = (z). 我 们 有 c(N) =2 并 且 因 
此 N ce A. 由 定理 1.7.7 可 得 Z(N) = 9(N). 因此 G < €(G) = €(N) = Z(N) < 
Z(G) H e(G) = 2, 矛盾 . 因此 G € A2. 口 


定理 8.6.2 ik G 为 三 元 生成 无 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 . 若 G 的 非 交 换 真 
A 则 

(1)p 

(2) G v PRINS A 444 |G : A| 2 4 E. d( A) 2 3; 

(3) ®(G) = Z(G); 

(4) G € A2. 

证 明 (1) 因为 G 无 交换 极 大 子 群 , 所 以 G 的 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 . 由 
[43] 中 的 定理 3.1 可 得 p = 2. 

(2) Æ |G| = 25, 则 由 定理 8.1.1 可 知 G 有 非 亚 循环 的 极 大 子 群 . 设 这 个 非 亚 
循环 的 极 大 子 群 为 M. 由 24 阶 群 的 分 类 可 知 , M. 为 内 交换 群 且 可 设 


= (a,b | a? =P= =1 „la, 5] =e, lea] = le; b] = 1). 
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它 的 子 群 A = (a,b,c) 就 满足 条 件 . 

若 |G| > 29, 用 反 证 法 . 假设 满足 |G : A| = 4 和 d(A) > 3 的 交换 子 群 不 存在 ， 
则 阶 为 2"-1 和 2"-2 的 子 群 均 为 二 元 生成 . 由 [43] 的 定理 5.1 可 得 G 为 亚 循 环 群 ， 
这 与 d(G) = 3 矛盾 . 

(3) 设 4 < M < G. 我 们 断言 M 为 内 交换 群 . 若 否 , 由 推论 8.4.6(1) 可 知 M 
为 亚 循 环 群 , 这 与 d(4) > 3. 

因为 d(G) = 3 H d(M) = 2, 所 以 (M) = (G). KE (G) < A. X 
而 G/A 为 初等 交换 群 . $ Mi/A 和 Mz/4 为 G/A 的 两 个 极 大 子 群 。 则 Mi 和 
M: 为 G 的 包含 4 的 极 大 子 群 . 因此 由 上 面 的 讨论 可 知 它 们 都 是 内 交换 群 ， 因 为 
(G) = (Mı) = (M3) = Z(Mi) = Z(M»), 所 以 9(G) < Z(G). # PG) < Z(G), 
则 |G : Z(G)| = 4. 此 时 G 必 有 交换 极 大 子 群 . 因此 (G) = Z(G). 

(4) X M 为 G 的 极 大 子 群 . 则 M 非 交 换 且 a(M) = 2. 因为 Z(G) = (G) = 
$(M), 所 以 €(M) = Z(M). 由 定理 1.7.7 可 得 M € A. H M 的 任意 性 可 知 
G € An. 口 


第 9 章 Ci 群 和 A 群 


由 于 交换 群 的 结构 是 清楚 的 , 因而 有 限 群 的 研究 主要 是 非 交 换 群 的 研究 . 对 于 
有 限 非 交换 p 群 而 言 , 两 个 基本 的 、 经 典 的 分 类 结果 是 Burnside 于 1897 年 在 文 
BÀ [50] 中 给 出 的 具有 一 个 指数 为 p 的 循环 子 群 的 有 限 p 群 的 分 类 以 及 Rédei 于 
1947 年 在 文献 [141] 中 给 出 的 内 交换 p 群 的 分 类 , 它们 在 有 限 p 群 的 研究 中 是 十 
分 有 用 的 , 同时 在 理论 上 也 是 十 分 重要 的 . 

一 方面 , 从 理论 上 讲 , AR p 群 的 结构 可 由 一 系列 循环 扩张 确定 , 而 循环 扩张 
的 起 点 就 是 Burnside 分 类 的 这 类 群 . 为 叙述 方便 , 我 们 称 方 次 数 为 prt 的 p^ Br 
BEA C, RE. 换 句 话说 , 一 个 p^ 阶 群 G 是 C, 群 当 且 仅 当 exp(G) = p^-*. W C, R 
的 术语 , Burnside 分 类 了 C1 BE. 之 后 , Ci 群 的 研究 非常 活跃 . Miller 于 1902 FEX 
献 [122] 给 出 了 Co 群 的 不 同 构 类 型 的 个 数 . 华罗庚 和 段 学 复 于 1940 年 在 文献 [72] 
对 于 p > 2 的 情况 , 分 类 了 CO 群 : 对 于 p = 2 的 情况 , 则 由 白 述 伟 于 1985 FEX 
HR [9] 分类. 1994 年 Ninomiya 在 文献 [130] 又 独立 地 分 类 了 Cs 群 . 这 些 群 均 是 以 
生成 元 和 定义 关系 的 形式 给 出 的 ，Berkovich 和 Janko 在 他 们 于 2008 年 出 版 的 p 
群 专著 [34], [74] 又 以 群 结 构 的 形式 重新 分 类 C» 群 . 对 于 Cs 群 , Neikirk 于 1905 年 
在 [127], Mckelven 于 1906 年 在 [115] 分 别 对 p > 2 M p= 2 的 情况 进行 研究 并 确 
定 了 Cs 群 的 结构 . 然而 , 他 们 的 分 类 结果 不 完整 , 某 些 群 被 遗漏 . 张 勤 海 等 在 文献 
[214] 重新 分 类 了 Cs HE. 由 于 任何 一 个 有 限 p 群 都 可 看 作 某 个 C. 群 , 因而 对 于 较 大 
H t, 分 类 及 有 的 C. 群 是 没有 希望 的 . 张 勤 海 等 在 文献 [212] 对 于 Ci 群 给 出 了 一 个 
刻画 ， 

男 一 方面 , 由 于 内 交换 群 可 看 作 交 换 性 最 好 且 应 是 结构 最 简单 的 非 交换 群 , Mil- 
ler 和 Morenoll23| 早 在 1903 年 就 发 起 研究 并 分 类 了 内 交换 群 . 而 内 交换 p 群 则 由 
Rédeil4!] 于 1947 年 给 出 分 类 . 由 于 每 个 非 交 换 群 至 少 含有 一 个 内 交换 子 群 . 进 一 
步 地 , 任何 一 个 非 交换 p 群 可 由 它 的 内 交换 子 群生 成 . 因而 内 交换 子 群 是 非 交 换 p 
群 的 基本 元 素 . 就 像 前 面 章节 看 到 的 , 内 交换 子 群 对 p 群 结构 有 着 基本 的 影响 . 基 
于 此 观察 , Berkovich 和 Janko 在 他 们 的 长 文 [32] 引进 了 一 个 比 内 交换 p 群 更 广 
的 概念 一 一 At 群 . 回顾 一 下 , 一 个 非 交 换 p RRA A RE, 者 它 至 少 有 一 个 指数 为 
p 的 非 交 换 子 群 , 但 它 的 所 有 指数 为 p^ 的 子 群 都 交换 . 显然 , 内 交换 p 群 恰 是 一 
个 A 群 . 另 一 方面 , 对 任何 一 个 有 限 p 群 来 说 , 总 存在 某 个 t 使 得 它 是 一 个 A 群 . 
因而 从 理论 上 讲 , 对 有 限 非 交换 p 群 的 研究 可 看 作 是 对 A 群 的 研究 . 继 A 群 被 分 
类 之 后 , 许多 学 者 分 别 在 [32],[34],[61],[79],[143] 研究 并 分 类 Az EE, 然而 , 他 们 都 没 
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有 给 出 A 群 的 同 构 分 类 , 张 勤 海 等 在 文献 [208] 给 出 了 它 的 完全 同 构 分 类 . 之 后 ， 
张 勤 海 和 他 的 学 生 在 [215] 又 分 类 了 A; EE. 这 是 一 篇 长 达 近 百 页 的 论文 . Janko 等 
在 系列 论文 [48],[76],[77] 研究 了 另 一 类 较 大 的 p E, 即 除了 一 个 极 大 子 群 外 , 其 余 
极 大 子 群 均 为 交换 或 内 交换 的 p R. 

本 章 介绍 C, 群 和 LA, 群 的 某 些 结果 . 特别 是 当 上 < 3 BT, C, 群 和 A 群 的 分 类 . 
由 于 C1 8f. A 群 和 CS 和 群 的 分 类 已 分 别 在 本 书 的 第 1 章 和 第 4 章 做 过 介绍 , 本 章 
主要 介绍 Cs 群 的 分 类 及 C, 群 的 刻画 、.A。 群 和 A 群 的 分 类 及 其 某 些 应 用 . 


9.1 Cs 群 的 分 类 


对 于 p > 2, C3 群 分 类 由 张 勤 海 等 在 文献 [214] 给 出 . 本 节 的 内 容 取 自 [214]. 首 
先 给 出 Cs 群 分 类 的 框架 . 

设 G 是 一 个 p^ WEN C4 群 , p > 2, e = n 一 3. BA, G 是 一 个 'C3 RHN 
当 G 的 型 不 变量 是 (e,3), (e,2,1) 或 (e,1,1,1). 因此 分 类 正则 Cs 群 等 价 于 分 类 型 
不 变量 为 (e,3), (e,2,1), (e, 1, 1, 1) 的 正则 群 . 者 G 的 型 不 变量 是 (e,3), 则 G 是 亚 
循环 的 . 而 奇 阶 亚 循环 p 群 已 被 徐 明 暴 在 文献 [184] 分 类 . 故 只 需 从 中 挑 出 型 不 变 
量 为 (e, 3) 的 群 即 可 . # G 的 型 不 变量 是 (e,2, 1), 这 样 的 群 被 费 有 虎 等 在 文献 [78] 
分 类 . 若 G 的 型 不 变量 是 (e, 1,1,1), 这 样 的 群 被 张 勤 海 等 在 文献 [206] 分 类 . 因此 
正则 Cs 群 的 分 类 被 获得 . 

设 G 是 pr 阶 的 非 正 则 的 Cs 群 . 则 可 证 p = 3. Æ |G| < 37, 使 用 Magma 检 
查 小 群 库 的 群 即 可 获 所 求 的 群 . 车 |G| > 37, 依照 Z(G) 是 否 循环 来 讨论 , 此 时 使 用 
循环 扩张 和 中 心 扩 张 的 方法 可 获 所 求 的 群 . 


9.1.1 正则 Cs 群 的 分 类 


下 列 三 个 定理 给 出 正则 Cs 群 的 分 类 . 

定理 9.1.1 ik G X —^M p^ 阶 群 ,p>2 且 ee= 二 n 一 3, 则 G 是 一 个 型 不 变量 
为 (e,3) 的 C4 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a, b | a? = 1,5 = 1, |a, b] = aP}, e 2 3; 

(2) (a,b | a” =1,b =a”, [a,b] = aP}, e 2 4; 

(3) (a,b | a? = 1,0 = 1, |a, b] = a”), e2 3; 

(4) (a, b | az = 1,5 ' = a^, [a,b] = aP’), e> 4; 

(B) (a,b | aP” = 1,0? ^ = a? [a,b] = a), e 2 5; 

(6) (a,b | a? = 1,0 = 1, [a,b] = 1), e 2 3; 

(7) (a,b | aP” =1,b = a, [a,b] = ap ) ez 4; 

(8) (a,b | a” = 1,59" ^ = a” , [a,b] = aP),ez5; 
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(9) (a, b | ap = 1.5p — ap ， la, b] = aP^), e 2 6. 

证 明 ”因为 G 正则 且 型 不 变量 为 (e, 3), 所 以 G 存在 一 组 唯一 性 基底 (bi, 2) 
满足 G = (b1)(b2). 因为 p > 2, 所 以 由 [194] 中 的 推论 2.4.5 可 知 G 亚 循环 . 由 定理 
6.1.3 可 设 

G — (a,b | gr um, Wu us 一 az””， [a, b] = a?" ), 
其 中 ons tu 是 非 负 整 数 且 r > 1, u € r, X r, s, t, u 的 不 同 取 值 给 出 不 同 
构 的 群 ,|G| = pzr+2s+t+u，exp(G) = mr+s+ttu， 因 为 G 的 型 不 变量 为 (6,3), 故 
e=r+s+t+u, 3=r+s. Hr+s=3,r >21, u <r 讨论 参数 r,s,u 的 所 有 可 能 
情况 , 即 得 定理 中 的 群 . 反之 , 经 检验 , 得 到 的 群 都 满足 定理 条 件 且 互 不 同 构 . o 
定理 9.1.2 设 G 是 一 个 p" 阶 群 ,p>2 且 e=n 一 3. N G 是 一 个 型 不 变量 

为 (e,2,1) 的 C4 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b,c | a" =1,b — 1,c? — 1, ba] = s [cal = jg i = 1D, p 23,622; 

(2) (a,b,c | a” = 1 bP” = 二 = aP yp 25 
@ 2 

(3) (a,b,c | a” = Lb = 1, e 21; fba] = c, [e n] = 1, fe D] 25 003, n 5 5,6 2: 2; 

(4) (a,b, c | a = 1,5 = 1,c? = 1,[b;a] = c, [c,a] = 1, [ob] = a" ), p > 
0,€ 2 2; 

(5) (a,b, c | a = 1,5 = 1,œ = 1,[ba] = c, [c,a] = a?" , [eb] = 1p 2 5, 
e23; 

(6) (a, bye | az — 1,07 — 1,c? — 1, Iba] e e, k, a] e UP, e, D] 5 1), m m 5,6 258; 
(7) (a,b, c | a — 1,5 2 1,c? — 1, b a] = e, lga] = BP le 0 = I p 25,023; 
(8) (a, i | aP 1, b?" = 1c = lba|- alana, = FY eM = aP bP, 


»—1 
5,h —0,4.. , ——; 
p2 ? 


(9) (a,b,c | a” =1,b = 1,c = 1,[b,a] = c, [ca] = b^", [e,b] = a"Pb?v»), 
p25; 

(10) (a,b,c | a = 1,5 = 1,c? = 1,[b,a] = c,[c,a] = b7?,[e,b] = a"Pb^r), 
ub5ümnL iala 


2 
(11) (a,b,c | a = 1,5 = 1,c? = 1,[b,a] = c, [b,a] = 1, [c,a] = b?, [c, b] = 
pzOo,ezs 
(12) (a,b,c | a" = 1,0?" = 1,c? = 1,[b,a] = c, [bPa] = 1,[c, a] = b", [cb] = 
hp25, 238; 
3) (a,b,c | a =1,b = 1,œ = 1,[b,a] = c, [b,a] = 1, [c,a] = bP, [e b] = 
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(14) (a,b,c | az = 1, P^ = 1e ba eal ss - PE, [eb 
a9" ,pz5,e23; 

(15) (a,b,c | a" = 1,5? = 1,c? = 1, [b,a] = c, [DP, a] = 1, [c, a] = a^^, |c, b] = 
bP.p2z5,e23,Qa-—1l.-,p-l 
(16) (a,b, c | az = " = 10 —1,[5,a| = 6; bra] —1, [e a] — a, |c, b| = b^), 
(17) (a,b,c | a" =b 2 c = 1, [b,a] = c, c? = a", (e, a] = 1, |c, b] = a^ 一 

3 628, 520,2 IL 

(18) (a,b, c | a^ = b” = c" = 1, [b,a] = e, c? = a?" ,[c,a] = a?" , [cb] = 1), 
Dp23,023 

(19) (a,b,c | a” = b” = c = 1, [b,a] = c, c? = a?" , [c, a] = bP, [c, b] = a^?" 
p25,023,k -0,-.-,p— 1 

(20) (a,b,c | a" = b? =c = 1,[bja] = e,c? = aP" [ca] = b"?,|c, b] = 
a" y, p25e23,k-0,-,p-l 


) 


— 1 


); 


(21) (a,b,c |az = br — c? —], [b, a] = ap ,[c, a] = b = 1) p 2 3E 2 2; 
(22) (a,b,c |a” =b” = c? — 1, 办 可 一 ap [ba] = leal] 21), px 3,6232; 
(23) (a,b,c |o?" =b” = c? — 1, [b;c| = bP,[b, a] — [c,a] 21); p 2 3,6 2 2; 
(24) (a, b,c |o?" =b” = c? = 1, [b,a] =b, lea] = [,5]] 21, p > 3,e 2 3; 


(25) (a,b,c |o?" = bP? 2 c? = 1,[c, a] = a"^— , [b,a] = [c, b] = H pz3,e23; 

(26) (a,b, c |a? = 加 = c? 2 1,[c, a] = b, [b,a] = [c,b] = 1), p 2 3,e 2 3; 

(27) (a,b, c v. = b = œ -iba|-1[bc- ye, [,a] = bP), p 2 
1 


ETS 
2. h= : 
3， e 之 0, - EN ' 


(28) (a,b, c * =p =ë [ba = Lhd — a" Wd= V?) p 2 

a eit 

3.622, h= 0,- "E 
(29) (a,b, c |o" = bP? = c? = 1, [b,a] = P, [b,c] = 1, [c,a] -a" Y, p23,e22; 
(30) (a, b,c |a” = pP =d = [b a] = a", [b, c] 7 1, [c, a] = D), 3.e > 2: 


p 之 

(31) (a,b,c |a” = b? = c? = 1, [b,a] = 1, [b,c] = b7? [c,a] = aP), p 2 3 

(32) (a,b,c |o" = b? = c? = 1, [b,a] = aP" , [b,c] = »: lc, a] 1) p2 3, 

(33) (a,b, c |o?" =b? = c? = 1, [b,a] = bP, [b,c] =ar , fe, aj = =1), p>3 

(34) (a,b,c |o?" = br = c? — 1, [b, a] = aP" ， [b,c] = a" , e, ül ez 
ezg 

(35) (a,b,c |a?" = b” = c? = 1, [b,a] = a" , [b,c] = [c, a] = 1), p 23; 

(36) (a,b, cla” = W = e= l,[b, a] = aP^ 如, [bP, a] = a" [4 2. = a". 
lba] 21, p 2 3,02 4; 
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(37) (a,b, c |o?" = 加 = c? = 1, [b,a] = aP" WP, [bP,a] = a?" , [b c] = [c a] = 1), 
p23,024; 

(38) (a,b, c |a” = b = c? = 1, [b,a] = a^, [b,c] = 1,[c,a] = bP), p > 5,02 3; 

(39) (a,b,c |o" = b? = œ = 1, [b,a] = a?" ^,[b,c] = a^ ,lc,a] = bP), p > 
n an 

(40) (a, b,c |a” = p = e [l [b. a] = a? 5. [b,c] = ap Je, a) = b), p > 
5, e 2> d; 

(41) (a,b,c |a”? =b” = c? = 1, [b,a] = bg m jea —- 1, p 23,62 2. 

定理 中 出 现 的 v 为 一 个 取 定 的 模 p 平方 非 剩 余 . 

证 明 ”文献 [78] 分 类 了 满足 定理 假设 条 件 的 群 , 但 是 该 文献 给 出 的 群 表 有 一 
些 错 误 . 下 面 指出 其 错误 之 处 并 给 出 改正 . | 

(i) 文献 [78] 的 Table 1 中 的 下 列 5 个 群 缺 少 定 义 关系 式 [bP, a] = 1: 

(11) (a,b | a = 1,09 = 1, = 1,|b,a] = c,[c,a] = bP, fc, b] = aP^ ), 其 中 
p25,023 

(12) (a,b | az = 1, bP? zl 1 baq = g leal = FF, leb] = aP y, 其 中 
p > 5,e 2 3; 

(13) (a,b | a" = 1,0 = 1,c? = 1, [b,a] = c, |c,a] = bP, [c,b] = a" ), 其 中 
p > 5,623 

(14) (a,b | ap = 1,5 = 1,c? = L, b, ed dea] e DAT, [ob] ux a"P^ ^y, 其 中 
p 2 5,e 2 3; 

(15) (a, b | az = 1 — 1,6? — 1, [b, a] = c, [c, a] = af" 
d deles. 

添加 定义 关系 式 [b,a] = 1 得 到 定理 中 的 群 (11)— (15). 

(ii) 由 文献 [206] 可 知 , 文献 [78] 的 Table 1 丢掉 了 一 个 群 . 这 个 群 即 为 定理 中 
RIRE (16): (a,b | az = 1,0? = 1,c? = 1, [b,a] = c, [bP ,a] = 1, [c, a] = aP, in b = Dh, 
# P p25. 

(iui) 文献 [78] 的 Table 2 丢掉 了 下 列 3 个 群 : 

(17^) (a,b | a = b”? = c =1,[b,a] = c,c? = aP' ,|c,a] = 1, [cb] = 1), 其 中 
p 2 3,e 2 3; 

(19') (a,b | a =b? = c = 1, [b,a] = e, c? = a^ ,[e,a] = bP, [c,b] = 1), 其 中 
p25,0223 

(20^) (a,b | a?" = b» = c" = 1, [b,a] = c, c? = a"^  ,[c,a] = "P, [cb] = 1), 其 中 
025,023. 

其 原因 是 文献 [78] 的 Table 2 中 的 群 (1), (2), (4) 忽略 了 对 = 0 这 种 情况 的 
讨论 . 新 增加 的 群 即 为 定理 中 编号 为 (17),(19),(20) WRR k= 0 时 对 应 的 群 . 


1 


, [c, b] = b”), p 2 5e > 
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(iv) 文献 [78] 的 Table 3 中 的 群 (11) 与 定理 中 的 群 (7) 或 (8) 同 构 . 下 面 我 们 
证 明之 . 

BÉ (11): (a,b,c | a” = b — c], [b,a] = 1, [b, c] = bh?, [c,a] = aP' ), 其 中 
p23,e23,h21,--.,p— 1. 

对 群 (11) 用 ab 替换 a 可 得 


(a,b,c |o?" = b” = c? = 1, [b,a] = 1, [b,c] = b^, [e, a] = a^ b^»), 
再 用 b-hast ”替换 b 可 得 

(a,b,c |o" =b" — c? — 1, [b,a] = 1, [b, c] = bra je,a] i bP). 
又 存在 s 使 得 -sh = 1(mod p). 再 用 b° EH b 可 得 

(a, b,c |a” = b” = c? = 1, [b; a] = 1, [b, c] = b"?a?" , fe, a] = bP), 
LFE t 使 得 -st? =1 9X v(mod p). 再 用 a' BR act 替换 c 可 得 

(a,b,c |a” =b = c? = 1, [b,a] = 1, [b, c] = btrar  , [e, a] = bP), 
或 者 

(a, b,c |o?" =b” = c? = 1, [b,a] = 1, [b, c] = "Pa?" , Je, a] = b"?). 
di th > p/2, Fl a! 替换 ac! 替换 c 可 得 

(a,b,c |o?" =b” — c? = 1, [b,a] = 1, [b, c] = bPa“ ^ , [e, a] = bP), 
或 者 

(a, b,c |o?" =b” — c? = 1, [b,a] = 1, [b, c] = b^ ror ,[c, a] = b"). 


即 群 (11) 可 化 为 (7) 或 (8) 中 的 群 . 故 群 (11) 可 删 去 . 

(v) 由 文献 [206] 可 知 , 文献 [78] 的 Table 3 中 缺少 一 个 群 . 这 个 群 即 为 定理 中 
编号 为 (31) 的 群 : (a,b,c |o?" =b = c? = 1, [b,a] = 1, [b, c] = b7?, [e, a] = aP}, 其 中 
p 23. 

(vi) 文献 [78] 的 Table 4 中 的 下 列 2 个 群 缺少 定义 关系 式 [加 ,al = aP^ : 

(3) (a,b cja = 如 = c? = 1,[b,a] = ar 加 [bcl=ar [cal= 了 其 中 
p 2 3,e 2 4; 

(4) ta, b,c |o?" = br el N TOL aP^ “bP, [b, c] = [cial = 1), $P p 2 3, 
e 2 4. 
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添加 定义 关系 式 [bPa] = a" ,得 到 定理 中 的 群 (36), (37). 

(vii) 文献 [78] 的 Table 4 中 的 群 (5) 不 符合 定理 条 件 . 

BF (5): (a,b,c |o" = b» = c? = 1, [b,a] = a”, [b,c] = bP, [c,a] = 1), 其 中 
p23,e23. 由 (a,b) 是 极 大 子 群 可 知 ,|be,ac] = (a°). 另 一 方面 , 由 定义 关系 式 
计算 又 得 , [be, ac] 关 (a? ^e. 矛盾 . 所 以 它 的 阶 不 是 pe+3, 不 符合 定理 条 件 . 

(viii) 文献 [78] 的 Table 4 中 下 列 3 个 群 中 的 参数 p > 3 应 为 p > 5: 

(6) (a,b,c |o" = bP? = c = 1, [b,a] =ar ,lb,c = 1,[c,a] = bP), 其 中 p> 
9.6 2 3; 

(T) (a,b, c |o?" = w^ = c? = 1,[b,a] = a?" ,lb,c = a?" ,[c,a] = 如)， 其 中 
p 2 3,e > 3; | 

(8) (a,b,c |oP" = =P= 1, [b, a] = az fb, ej = ap ,[c,al = 加 )， 其 中 
p> 3,6 23. 

这 3 个 群 当 p= 3 时 ,(c,a)' 非 循 环 . 由 定理 42.12 可 知 G 非 正则 . 故 不 符合 定 
理 条 件 . 当 p > 5 时 , 经 检验 , 得 到 的 群 都 满足 定理 条 件 且 互 不 同 构 . 故 将 p>3 改 
为 p> 5 得 到 定理 中 的 群 (38) 一 (40). 

在 对 文献 [78] 的 分 类 做 了 上 述 修改 后 , 经 检验 , 定理 中 的 群 都 满足 定理 条 件 且 
HEART. " 

定理 9.1.3 jt G X p" 阶 群 ,p>2 且 ee 二 n 一 3, N G 是 型 不 变量 为 (e, 1,1,1) 
的 Cs 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a, b;c,d | aP" = P = c? = d? = 1,[b,a] = c,[c,a] = 1,[c, b] = d,[d,a] = 
[d, b] = 1). 

(2) labed | a — DP — d — d? l Lal — o lead — d,[c;b] — 1,[d,a] — 
[d, b] 2 1), e Lh 

(3) (a,b, c, d | a" = bP = c? — d? — 1, [b,a] = c, [c, a] = d, [c, b] = a^, [da] = 
[d,b] 21, i—1 A v. 

(4) (a,b,c,d | a = b» = c? = d? = 1, [b,a] = c,[c, a] = a" , [cb] = d, [d,a] = 
[d, b] — 1). 

(5) E p = 3(mod 4), N] G = (a,b,c, dla = b? = c? = œ = 1, [b,a] = c, |c, a] = 
d,[c,b] = a" ',[d,a] = aP ',[d,b = 1), i = 0,1 S v; € p = 1(mod 4), 则 
G S (a,b,c, dla = P = c? = d? = 1, [b,a] = c,[c,a] = d, [c,b] = ai?" '. (d, a] E 
a? ,[d,b] — 1),i— 0 Lr pi X p, f Luv, pi p 是 了 的 四 次 剩余 子 群 的 陪 集 代表 元 ， 

(6) # p = 2(mod 4), A) G & (a,b,c,d | aP = P = c? = d? = 1, [b,a] = 
e, [ca] = akpP” [e, b) = d, [d,a] = 1,[d, b] = aP), k=0 3X 1; € p= 1(mod 3), NJ 
G S (a,b,c,d | a” = bP = c = d? = 1, [b,a] = c, [e,a] = a^", [c,b] = d, [d,a] = 


1 
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l[db]— a") k-0 X L,s— Lp S v, o Lov p X Fr 的 三 次 剩余 子 群 的 陪 集 
代表 元 

(7) (a,b,c,d | aP” = b? = c? = d? = 1, [b,a] = d, [c, a] = [e, 5] = 1, [d,a] = [d, b] = 
[d,c] = 1), &'F p2 3,e > 1. 

(8) (a, b, c, dla?" = bP = c? = d? = 1, [b,a] = 1, [c, a] = 1, [c, b] = d, [d,a] = [d, b] = 
[d, c] = 1), $F p 2 3. 

(9) (a,b, c, d | a" = bP = c? = d? = 1, [b,a] = a"^,[c,a] = d, [c, b] = 1, [d,a] = 
d, b] = [d, c] = 1), # F p > 3. 

(10) (a,b,c,d | a° = bP = c? = d? = 1, [b,a] = 1,[c, a] = a^ , |c, b] = d, [d, a] = 
id, b] = [d,c] = 1), p > 3. 

(11) (a,b,c,d | a = bP = c? = d? = 1, [b,a] = 1, [c, a] = d, [c,b] =ar ,[d,a] = 
id, b] = [d, cd = 1), p 2 3. 

(12) (a,b,c,d |ar = bP = c? = d? = 1, [b,a] = 1,[c,a] = 1,[c,b] = d, [d,a] = 
[d, b] = 1, [d, c] = a^ ). 

(13) (a,b, c, d | aP? = b? = c? = d" = 1, [b,a] = 1,[c,a] = a^ , [c, b] = d, [d,a] = 
1, [d, b] = a?" ' , [d, c] = 1). 

(14) (a,b,c,d | a" = b? = c? = d? = 1, [b,a] = d,[c, a] = 1, [c6] = 1,[d,a] = 
1, [d,b] = a? ^ ,[d,c] = 1), i — 1 Ñ v. 

(15) (a,b, c, d | a = P = c? = d? = 1, [b,a] = d, [c, a] = aP” 
1, [d,b] = a” ,[d,c] 21, i2 1 A v. 

(16) (a,b, c, da? = P = c? = d? = 1,[b,a] = d,[c,a] = 1, [c] = 1,[d,a] = 
a" ',[d,b] = [d,e] = 1). 

(17) (a,b, c, d op — b? — c? = d? = 1, [b,a] = d, [c, a] = 1, [c,b] = aP, [d, a| = 
aP" ',[d,b] = [d, c] = 1). 

(18) (a,b, c, d | a% = P = c? = d" = 1,[b, a] = [c,a] = [c, b] = [d,a] = [d, b] = 
[d,c] = 1, p 2 3,e > 1. 

(19) (a,b, c, d | a" = P = c? = d? = 1, [b,a] = [c,a] = [c, b] = [d,a] = [d,c] = 
1, [d, b] = a), p 2 3. | 

(20) (a,b, c, d | a” = P = c? = d? = 1,[b, a] = [c,a] = [c,b] = [d,b] = [d,c] = 
1, [d,a] a", p > 3. 

(21) (a,b,c,d | a” = b? = c? = d? = 1, [b,a] = [c,a] = [d,b] = [d, c] = 1, [e, b] = 
[d,a] = a" ), p 2 3. 

定理 中 的 群 ,v 为 一 个 取 定 的 模 p 平方 非 剩 余 , 未 注 明 的 群 有 p> 5, e22 

证 明 ”由 文献 [206] 的 定理 3 和 定理 4 得 到 p > 5 时 的 群 , 使 用 与 文献 [206] 
中 相同 的 办 法 可 得 p = 3 时 的 群 . 故 从 p > 5 的 结果 中 , $ p = 3, 挑 出 正则 的 情况 


1 


; [c, b] =], [d, a] A 
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Bl nf. 

若 e=1, 则 G 是 一 个 pt WEH exp(G) —p. 这 些 群 是 (2), (7) 和 (18). Æ e 2 2, 
则 由 文献 [206] 中 的 定理 3.4 可 得 p» 5 时 的 群 . 若 p—3, W d(G) «4. 3$ d(G)=2， 
则 类 似 [206] 中 的 定理 3.1 可 知 G" JEA. 再 由 定理 4.2.12 可 知 G 非 正 则 . 故 不 
存在 满足 定理 条 件 的 群 . 若 d(G)=3 或 4, 类 似 [206] 中 的 定理 3.2, 定理 3.3 找到 
p—3 的 群 . 再 使 用 定理 4.2.12 检查 文献 [206] 中 的 定理 3.2, 定理 3.3 的 群 表 , 即 得 
群 (7)—(11) 和 (18)—(21). 经 检验 , 得 到 的 群 都 满足 定理 条 件 且 互 不 同 构 . 口 


9.1.2 JEIEN) C4 群 的 分 类 


设 G 是 非 正 则 的 p^ Br C4 群 . 我 们 将 证 明 p = 3. Cs 群 的 分 类 依赖 于 定理 
4.1.4, 故 分 |G| 2 37 和 |G| < 37 两 种 情况 讨论 。 — 

引 理 9.1.4 ik G X p^ Br Ca 8f. XE p 25, M GER. 

WEBH ”由 exp(G) = p°? 可 知 , FE a c G 使 得 o(a) = p^-?. H (a?) < O1(G) 
及 py>5 知 ,|G/V1(G)J| 和 24 < p^. 再 由 [74 中 第 [I 章 的 , 定理 10.2 得 G EW. O 

引 理 9.1.5 设 G 是 pm 阶 非 正则 的 C3 S£ E. p » 2. W 

(1) p = 3; 

(2) G' de) 
(3) c(G) > 
(4) G bkn 元 生成 子 群 H 具有 H' RR. 

证 明 (1) 由 引 理 9.1.4 可 得 . (2) 和 (3) 由 [74] 中 第 I 章 的 , 定理 10.2 可 得 . 
(4) 由 定理 4.2.12 可 得 . 口 

引 理 9.1.6 # G X 3" 阶 非 正 则 Cs Æ, n 2 7. Wi 

(1) G' X TAEA C3 x Cs. C3 x Cs x C3 或 者 Co x C3; 

(2) ub =3; 

(3) G X 9 交换 的 ; 
(4) 4 a € G, N] a? € Z(G). 

证 明 (1) 由 定理 4.1.4(3) 可 知 |G'| < 33. Æ G" 不 交换 , 则 G 是 33 阶 非 交 
换 群 . 由 于 3? 阶 非 交 换 群 的 中 心 为 Br. 则 Z(G') 循环 , 由 [194] 中 的 定理 2.2.15 
得 G' 循环 . 与 G' 不 交换 矛盾 . 故 G' 交换 . 又 G 非 正则 , 故 G' 不 循环 . 于 是 G' 可 
能 为 C3 x C3, C3 x C3 x C3 或 者 Co x C3. 

(2) 考虑 商 群 G/Q1(G^. W |(G/0:(G?))| = IG'/e3(G?)| < 3. FÆ (G/N: 
(G'))g| 2 1. Bl G4 < Q1(G"). 故 exp(Gs) = 3. 

(3) 和 (4) 由 亚 交 换 群 的 换 位 子 计算 公 式 ， 即 命题 1.1.9 和 命题 1.1.10 容易 
得 到 . 口 

检验 定理 4.1.10 中 的 群 , 不 难得 到 下 列 引 理 . 
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引 理 9.1.7 ik Hi 29 8 4.1.10 所 设 . 则 
(1) H! 有 以 下 类 型 . 
H! = H} =1; H} = H} = H} = (c) x (aP™ >y} = C, x Cp; 
H; = H, =H = (" }eCy Hg=(ġ S0; Hi =) S Cp; 
Hiy—(a" )&0,; Hi,-(a" bP) S Cpa. 
(2) Z(Hi) 有 以 下 类 型 . 
Z(H3) = Ih, Z(H3) = Hy; Z(H4) = (a) = p; 
Z(Hs) = Z(Hs) = (a?) x (c) € Cpr- x Oy; | 
Z(Hg) -一 Z(H31) ES (aP) X (bP) = Cyn- X C, 
Z(Hs) = Z(H) = Z(Hs) = (a®) = Cpn-1; 
Z(Hio) = Z(H12) = (a? )S 兰 Cu >. 
(3) (H) 有 以 下 类 型 . 
c(Hı) = c(H2) 21; c(H3) =c(H4) = c(Hs) = c(Hs) = c(Hi1) = 2; 
c(Hg) = c(H7) = c(Hs) = c(Hio) = ce(H12) = 3. 
(4) Q;(H5) 有 以 下 类 型 . 
Q;(H1) = Wi( Hs) = Qi (Ha) = (oz ,b,o); 


—í 2—1i 


Q;(H2) = €;(Hs) = NU: (Hio) = Q;(Hi1) = Qi(Hig) = (a ,bP y 
Qi(Hs) = Qi(He) = Qi(H7) = Qi(ER) = (a,b, c). 
(5) 0;(H5) 有 以 下 类 型 . 
O;(H;) = (ap ,bP c), j=1,3,4,5,6,7,8; 
O;(H;) = (aP bP), j—2,9,10,11,12. 

1. Bp 2 37 的 中 心 不 循 环 的 非 正 则 C3 群 的 分 类 

下 面 的 引 理 9.1.8 一 引 理 9.1.10 虽然 简单 , 但 是 下 面 要 多 次 用 到 . 

引 理 9.1.8 ik G ZAIR p #, NSZ(G),|N|=p,G/N=(ū1, 2,- ,2,), M = 
(z1,253,::- ,2,). 则 G = M 或 G = M xN. 进一步 地 , G = MM 当 且 仅 当 d(G) = 
d(G/N); G = Mx N 当 且 仅 当 d(G) = d(G/N)+1. 

引 理 9.1.9 设 G 是 有 限 p 群 ,N < Z(G),|N| =p, G/N S H. M H'& G" X 
者 H' S G'/N. 

5| 9.1.10 设 G 是 pr 阶 的 中 心 不 循 环 的 C3 群 , p > 2. 则 存在 p 阶 子 群 
N < Z(G) 使 得 G/N = Hi, 其 中 Hi 为 定理 4.1.10 中 的 群 , 1 i < 12. 
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WEBH ”由 exp(G) = p^-? 可 知 , 存在 be G 满足 o(b) = p^-3. EH G 的 中 心 不 循 
环 易 知 , 存在 N < Q1(Z(G)), [N| 2 p B. Nn (b) = 1. FÆ N/N = (b/N (b) & 
(b) 为 G/N 的 p^ 阶 的 循环 子 群 ， 即 exp(G/N) = p"7?. H p» 2 可知, G/N 必 
同 构 于 定理 4.1.10 中 的 某 个 群 H;. " 

定理 9.1.11 设 G Æ 3"? PENH Po RRR, n d4 RG'Z2 
Ca x C3, 则 G 为 C3 群 当 上 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (wbczlas = 1,03 = 1, [a,b] = c, = 1,[a, c] = a?" [b,c] = 1,23 = 
1, [5,4] = [m 0] = 1; 

(2) (a,b, c,z | a" = 1,03 = 1,[a,b] = e, = 1, [bc] = a?" ,la,c = 1,33 = 

1, [x,a] = [x, b] = 1); 

(3) (a,b,c, z | a?" = 1,05 = 1, [a,b] = c, = 1, [b,c] = a ^, [a,c] = 1,23 = 

1 ee] = fz; B] = 1); 

(a,b,c | a9" =1,b = 1, [a,b] = c, c? — 1, [cb] = 1, [c, a] = bY 

(5) (a,b,c | a?" =1,b = 1, [a,b] — c, c? — 1, c, bl e l,le, a] e b^ 9y. 

(6) (a,b, c | a?" = 1,09" = 1, [a,b] = e, c? = 1, [c, b] = b, [e a] = 1); 

(7) (a,b, c, d | a" = 1,03 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [e, b] = d, [c,a] = 1,d? = 1, [d,a] = 
d, = 1); 

(8) (a,b,c,d | a3” = 1,83 = 1, [a,b] = c, c? = 1, |c, a] = d, [c, b] = 1,4? = 1, |d, a] = 
(d, b] = 1); 

(9) (a; b,c |a?" — 1, b3” = 1, [a,b] = c, = 1, [a, c] = a?" , fb, c] = 1); 

(10) (a,b,c | a?" 2 1,09 = 1, [a,b] = c, ? = 1, [a,c] = 1, [b, c] = a9" y; 

(11) la,b,c | a" = 1,09 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [a,c] = 1, [b, c] = a2*9" ^). 

证 明 M3 9.1.10 Atl, G 中 存在 3 MTE N < Z(G) 使 得 G/N S H;, 其 
中 H; 为 定理 4.1.10 中 的 群 , 1 < i < 12. 为 方便 , 设 N = (x). 再 由 引 理 9.1.8, 有 
G=M 或 者 G=MxN, 其 中 NM 为 引 理 9.1.8 Pri. 

情形 1 G-MxN. 

由 假设 G 非 正则 且 G/N S M S H; 可知, Hi; 不 正则 . 经 检验 可 知 , H; 中 非 正 
则 的 群 只 有 He, Hz, Ha. 故 G 同 构 于 下 列 群 之 一 : He x Ca; Hz x Cs 或 Hs x C3. 即 
定理 中 的 群 (1), (2), (3). 

情形 2 G=M. 

子 情形 2.1 G/N = H, Ho, Hio 或 Hio. 

若 G/N S Hi 或 者 G/N S H. 由 引 理 9.1.7 得 到 , Hi' = 1, Hz' — 1. 再 由 引 
理 9.1.9, 得 到 |G'| = 1 或 者 |G'| = 3, 与 定理 假设 |G'| = 3? FE. £ G/N & Hio 
或 Hi», 则 由 引 理 9.1.7 得 Hio! S Hio! S Co. 这 也 与 定理 假设 矛盾 . 

子 情形 2.2 G/N = H, 3È Ha. 
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车 G/N & Ha, 由 定理 4.1.10 可 设 
G/N = (à,b,c| a?" 21, 21,8 = 1, [a,b] a?" ,[a,c] = [bc] = 1). 
U G = M = (a,b,c). 由 引 理 9.11.7 得 到 (G/NY = (a3”)， 由 此 可 知 G' < 
(a? ^, N). 由 定理 9.1.6(4) 可 知 , (a? ^) < Z(G). 所 以 G' < 2Z(G),c(G) = 2, 与 引 
理 9.1.5(3) 相 矛 盾 . 若 G/N & H4, 类 似 可 得 矛盾 . 

子 情形 2.3 G/N & Hs, He 或 Hii. 

A Xl Hs EE Ms(m, 1, 1), Ho E Ma(n, 2), Hii Ex M3a(2, n). 由 定理 假设 知 ， N < 
Z(G) 及 |N| 2 p. FÆ G 是 内 交换 p 群 的 p 次 中 心 扩 张 . 这 样 的 群 已 被 [93] 分 类 . 
XH G' & C2 及 G 是 Ca E, 由 文献 [93] 挑 出 满足 条 件 的 群 即 得 到 以 下 五 个 互 不 
同 构 的 群 : 

(a,b | a^ = 1,59 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [c, b] = 1, [c, a] = 53); 
(a,b | a9" — 1,09 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [c, b] = 1, [c, a] = 02*3); 
(a,b | a?" = 1,59 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [e, b] = 03, [c, a] = 1); 

(a,b | a8” —1,03 — 1, [a, 6| -c, c —1, [c b] 2 d,[e, a] 21, d’ — 1, [d, a] — [d, b] 21); 

(a,b | a?” —1, b? —1, [a,b] c, c? 5: 1; [c, a] — d; [c, b] 2 1, d3 — 1, [d, a] — [d, b] 1). 

即 定理 中 的 群 (4)—(8). 

子 情形 2.4 G/N & Hs, Hz 8X Hs. 

4i G/N S Hg, 由 定理 4.1.10 可 设 

G/N = (ab |a? —1,9 = 1, [ā, b] e, = 1, [ā,ē] = à? — ,[b,c] = 1). 
则 
G= M —(a,b | a” = a,b? = ri, [a,b] = cz", c? = xl, fa, c] = aX gm 
[bc] = z^, s? = 1, [za] = [m, b] = [m, c] = 1), 
其 中 i,j,k, l,m, h BUB 0,1 或 2 且 不 全 为 0. 
H G 是 Cs 群 可 知 , a? = 1. 又 由 G & Cs x Ca 可 知 , [b,c] 2 1,02 — 1. $ 
= ex. 则 : 
G —(a,b | a? = 1,0? = zf, [a,b] = c, c] = 1, [a, c1] = P E 


[b e) = 1,2* — 1, mal = [2,5] — 1). 


) 


3 


zi b? — 1, W m z 0. 此 为 定理 中 的 群 (8). zi 09 41,00 j Z 0. 因此 jk = 1(mod 3) 
有 解 ， BA j. Ti = zí. Mij 
G =(a,b | à" — 1,8 = z1, [a,b] = e È = [aei] = aT 7, 


[5.63] = 1,21 = 1, [z1,a] = [71,5] = 1). 
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显然 , mj = 0,1 或 2. 若 mj = 0, 得 到 群 (9). Æ mj = 1, 用 a9" "b 替换 5 得 到 群 
(5). Æ mj = 2, 用 a9" ^b 替换 5 得 到 群 (4). 

di G/N S Hs 或 Ha, 类 似 得 到 群 (6), (7) 和 (10), (11). 

下 证 群 (1)—(11) 互 不 同 构 . 

注意 到 , 对 于 群 (1) 一 (3), ®(G) = (a,c). AT d(G) = 3. 对 于 群 (4) 一 (11)， 
d(G) = 2. 因此 只 需 证 群 (1) 一 (3) 互 不 同 构 以 及 群 (4) 一 (11) 互 不 同 构 即 可 . 

由 于 Ho, Hz, Hg 互 不 同 构 , 故 He x Ca, Hz x Ca, Ha x C3 互 不 同 构 , 即 群 (1) 一 (3) 
互 不 同 构 . 下 证 群 (4) 一 (11) 互 不 同 构 . 

由 引 理 9.1.6(3) 可 知 , G 是 9 交换 的 . 由 此 我 们 可 得 下 列 事实 : 

群 (4), (5), (9) 的 Q2(G) = (a3 ,b,c) & C32 x C32 x Cs; 

群 (8) 的 Q2(G) = (a3” ,b,c,d) S C32 x C3 xiCs x C3; 

群 (6) 的 Q2(G) = (a3" ,b,c) & C32 x Ma(2, 1); 

群 (7) 的 Q2(G) = (a3" b, c,d} = Cza x Ma(1, 1,1); 

群 (10), (11) 的 Q2(G) = (a3" b,c) = C32 «c, Ma(2, 1,1). 

由 Q2(G) 是 否 交 换 即 得 : 群 (4), (5), (8), (9) 与 (6), (7), (10), (11) 不 同 构 . 

再 证 群 (4), (5), (8), (9) 互 不 同 构 . 

由 Q2(G) 的 类 型 可 知 , 群 (4), (5), (9) 与 群 (8) 不 同 构 . 

另 一 方面 ,由 于 群 (4), (5) 中 有 极 大 子 群 (a,c) 同 构 于 Ma(n, 1,1), 而 (9) 的 极 
大 子 群 都 不 同 构 于 Ma(n,11), 因此 可 知 群 (9) 与 群 (4),(5) 不 同 构 . 由 文献 [93] 可 
得 群 (4) 与 群 (5) 不 同 构 . 于 是 群 (4), (5), (9) 互 不 同 构 . 

最 后 证 群 (6), (7), (10), (11) 互 不 同 构 . 注意 到 

| Q (Cs? x Ma(L, 1, 1)) = C$, 
Nı (C32 x Ma(2, 1)) S C3, 
Q3 (Ca? *c, Ma (2,1, 1)) & C$. 

由 此 可 知 C32 x Ma(1,1,1) 5 C32 «c, Ma(2,1,1) 和 Cs x Ma(2,1) 不 同 构 , 进而 得 
到 群 (7) 与 群 (6),(10),(11) 不 同 构 . 

又 注意 到 Ca *c, Ms(2,1,1) 有 极 大 子 群 同 构 于 Ms(2, 1,1), 而 C32 x Ms(2, 1) 
的 极 大 子 群 都 不 同 构 于 Ms(2, 1, 1). 由 此 可 知 C32 «c, Ms(2,1,1) 与 C32 x Ms(2,1) 
不 同 构 , 进而 得 到 群 (6) 与 群 (10) 和 (11) 不 同 构 . 

再 证 群 (10) 和 (11) 不 同 构 . EE, 假设 存在 从 (10) 到 (11) 的 同 构 映射 o. 由 
o(b) = 9 和 引 理 9.1.6 可 设 


. . z n-—2 . 
c:aG— abc, bat beh, 
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因为 ola) = 3^, 故 314. 因为 
c? = [a?, 07] = [at b^: ch: , ai23™ "a ha] = [a, 5| ^7? (mod G3), 


故 cc = ga (mod G3). 则 


[b7 , c7] = [b/2 c2, c] = [b, cJ = q23329" 7^ — (arj 二 a3" * 952 = ](mod 3). 
FJA. 
综 上 所 述 , 我 们 可 知 群 (1) 一 (11) 互 不 同 构 . 反之 , 可 以 验证 定理 中 的 群 都 满足 
假设 条 件 . | " 
与 定理 9.1.11 的 证 法 类 似 可 得 如 下 定理 . 


定理 9.1.12 设 G X 3"7? 阶 的 非 正则 的 中 心 不 循 环 的 群 ,nn 之 4 且 |G'| — 39. 
则 G 为 C3 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . ; 

(1) (a;b,c,z | aè” = 1,05 = 1, [a;b] = e,c? = 1, [a,c] = a9", [b, c] = g, z? = 
L izal = [wD = 1); 

(2) (a,b, c | a3 = 1,b3 = 1, [ni B] — ec? m 1, [ae] — aj". [b, c] = 53); 

(3) (a,b, c | a3 = 1.53 = 1, [a,b] = c, c? — 1, [n, e]. " [b,c] = b$); 

(4) (a,b,c,z | a" = 1,5? = 1, [a,b] = c,c* = 1,[a,c] = z, [b, c] = aX r? = 
1, [a.a] = [2,5] = 1) 

(5) (a,b, c | a3 = 1,03  — 1, [0,5] =g — 1, [2,6] — D, [b c] = a3" y 

(6) (a,b, c | a3” = 1, 53^ — 1, [0,5] = ee — 1, [0,6] — 99, [b, c] = a9" ^y; 

(7) (a,b,c,z | a? = 1,09 = 1,[a,6] = c, c? = 1, [a,c] = z, [b;c] = a2x3" g3 一 
1, [7,0] = [m, b] = 1); 

(8) (a,b, c | a?" = 1,53 = 1, [a,b] = c, c? = 1, [a, c] = 53, [b, c] = a2*3" ); 

(9) (a,b,c | a3 = 1,53  — 1, [a,b] = c, c? = 1, [a, c] = bê, [b, c] = a?*9" ). 


2. 阶 2 3' 的 中 心 循环 的 非 正则 C3 群 的 分 类 


引 理 9.1.13 ik G X p^ 阶 的 Ca 群 . 则 存在 G 的 极 大 子 群 M 使 得 M 是 
Co 群 . 

证 明 由 G JÉ p^ 阶 Cs 群 可 知 , 存在 a € G, o(a) = p^. 此 时 G 有 一 个 次 
正规 群 列 为 : (a) <N < M < G. 显然 M 为 Cs 群 . 口 

若 不 专门 往 明 时 , 下 面 定 理 中 的 参数 取 值 总 是 0,1 或 2. 

定理 9.1.14 设 G 是 3"+3 阶 的 非 正 则 的 中 心 循 环 的 群 , 2 4 B. G' Z C3x C3. 
则 G A C3 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a, b,c,z | a9 = 1,5 = 1, = 1,2? = 1, lab] = [d= [b,c] = [a,z] = 
1, [b se] a3", [e, £] = b); 
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(2) (a,b,c,z | à" = 1,09 = 1, = 1, [a,b] = a?" z3 = ilea = b ed = 
a3™ [a,c] = [b,c] = [b, z] = 1); 

(3) (a,b,c,x | à?" = 1,0 = 1, = 1, [a,b] = a3" z? = 1, Ja, £] = be, [c, £] = 
a? [a,c] = [b.e] = [bz] = 1); 

(4) (a,b, c, z | a?" = 1,0 = 1,8 = 1, [a,b] = a3" ,23 = 1, [a,x] = bc?, [e £] = 
g^, [a, c] = [b, c] = [b, z] = 1j; 

(5) (a,b, c,z | a?" = 1, = 1, = 1, [a,b] = a3" ,z? = 1, |a, x] = 1, [b,£] = 
c,[c,z] =a3 , Ja, c] = [b, c] = 1). 

证 明 ”由 引 理 9.1.13 可 知 , G 中 存在 极 大 子 群 M, 使 得 M S Hi, 其 中 HN 
定理 4.1.10 中 的 群 , 1 < i < 12. 任 取 xe G\M, 则 G = (M, z). 

由 G' = C5 x Cs 及 命题 1.1.9 可 知 : Vg1,go € G, 


[gY, g2] - [g1, ga]? [91, 92, vi [935 92,91, 91] — 


因此 g? e Z(G), BE O1(G) < Z(G). Wi] (z?) < Z(G). Y a € M, o(a) = 3^. W 
(a3) < Z(G). 由 于 o(a) > o(z) E Z(G) 循环 , 因此 (z?) < (a9). X r? = a?". 4 
zı = za " € GV M. W z? = (xa^ ")9 = 9a — 1. ER G= (M,zi). 为 简便 ， 
用 z 代替 zl 得 到 G = (M, £), 其 中 四 =1 BH G'S O5 x Cs 及 引 理 9.1.5(3) 可 知 
ety 3. 

情形 1 M & Ho, Hs, Ho, Hio, Hii EX Hio. 

di M H3, Hg 或 Hii, 由 定理 9.1.7 可 知 O4(H2), O1(Hg), O1(H11) 非 循环 . 
但 是 U1(G) < Z(G), 矛盾 . 5 M & Hs, 由 定理 4.1.10 可 设 


M- (a, b | a? E 1,5 = 1, [a, b] — 6,6 = 1, [a, c] a [b, c] m 1). 


因为 (c) = M' char M < G, W (c) a G. X. |(c)| 23, w |(c)| < Z(G). H 9.1.6(3) 
可 知 a? e Z(G). W Z(G) 非 循环 , FE. 车 M S Hio 或 Hi», 由 引 理 9.1.7 可 知 
Hio S Hiz S Co. F] G' & C3 x Cs FE. 这 意味 着 情形 1 不 可 能 发 生 . 

情形 2 MH, 

由 定理 4.1.10 可 设 


M = (a,b,c | aè” = 1,b? 21, = 1, [a, 5] = là; d = [be] = 1). 


显然 , (a?) < Z(G). 因为 Z(G) 循环 , 所 以 [b,x] £ 1,[e, c] #1 H G' = ([b,x]) x 

([c, z]) S Cs x Ca. 因此 存在 整数 m,n 满足 [ab c^, x] = [a, z]|b, z]| ^ [e, z]|^ = 1. 3X 

a; = ab"c^, 则 [a1,z] = 1. 因为 G' < M A G S C4x Cs, 故 可 设 [b] = ai?" bick. 
子 情形 2.1 k=0. 
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Hi [br,z,z] = 1 TTA j = 0. Bü [b,x] = a9 ,其 中 i 关 0. 设 [c,z]=ar3” bsct. 
由 [cz,zzl = 1 可知 上 = 0. 因为 G' & Ca x Ca, 所 以 s £0. E bi = at?" bo. W 
haj=in Wama SE [bos] ol. N 


G = (a2,b1,c,x | aj — 1,521, = 1,2? = 1, [bd = [a2, c] 


= |b 0] = fan a — 1, [D3, 5] 三 aj e, g| = bi), 


此 为 群 (1). 

子 情形 2.2 kz 0. 

设 cl = al” ck. 则 [6b,z]=c1. Weiz] = ap?" bees. — [c1, z, z] € G3 
可 知 [c1, £, £] € Z(G). Bl 


[c10 2] = De; zs] = bal feaa] = cia? p*t et € Z(G). 


因为 Z(G) 循环 , 故 bstct cs e (a*"  ). 则 st = 0(mod 3), s-- t? 2 0(mod 3). 经 计 
算得 s = 0, t—0. 所 以 [ei x] s r0. 因此 存在 m 满足 [r,e] = a3” p 
B bi = c, c2 = b. Wl [b1, z] = 19", (c9, ] = bm. 化 入 子 情况 2.1. 

情形 3 M= Hs. 

由 定理 4.1.10 可 设 


M = (a,b,c | a” = 1,09, — 1,6? = 1, [a,b] = a?" ,[a,c] = [b c] = 1). 


因为 (a3) x (c) = Z(M) 4G 和 [c, z]? = (ce? = = 1, HORE [cz] = a?" c. 由 
1 得 j=0. BI [ez] a9". . .因为 Z(G) 循环 , 故 i 关 0. Xx 


[c, x, ;| = 
[a, x] - a9" biet, [b, z] - aud oem 
由 [b,z,z,z] — 118 v — 0. 因此 


Gris Le =h mid =], [a,b] = a9", la d= b=], 


z? = 1, [c z] = a®"™ ,[a,z] = a3" b*c*, fb, z) = a9" c", 
因为 i 关 0, 故 存在 m WE u+im 三 0(mod 3). $ b; = be" 满足 [bi, x] = c" 
J i0, 故 存在 ma 满足 7 十 im2 三 0(mod 3). 再 设 ai = ac"? 满足 [al,z] =b. 
显然 1 可 能 不 等 于 t. 则 


G —(41,51,6,5 | aj = m bi 一 1,c3 =], [a4, 53] = " ， lai, c] = [bise] = 1, 


z? = 1, [c, z] = ai" B [0,2] = 51c^., [Db3, z] — c"). 
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Ti w-0, 讨论 s,t1,i 的 所 有 可 能 取 值 , 得 到 群 (2), (3) 和 (4). 
di w 4 0, W G = (a3”)x(c). 因为 w 关 0, 故 存在 m 满足 t+wm = 0(mod 3). 
设 az = aib7 满足 [aa,z] — 1. M 
G=(g2,b1,c,7 | aj = 1,52 = 1,c? = 1, [a3, 5] - " -— [a2; c] = [b1, c] = 1, 
$5 = 1, [e,z] = ai ， ao 到 | 三 [pa 到 王 人 
其 中 ow,iz o. 
Zi i-—2, 替换 2? 为 v, 则 化 入 情况 i= 1. 因此 
G= (az2,b1,6, £ | a3 = 1,b? = 1, = 1, [ag, b1] = a3” ， [a2, c] 2 [b1, c] ^ 1, 
z? —1,[e,z] = a3", [as z] = 1, [b1, 2] = c”). 
其 中 心头 0. Æ 2w = 2(mod 3), X zi = z?,a3 = a2, 则 化 入 情况 2w = 1(mod 3). 
得 到 群 (5). 
情形 4 Me. 
由 定理 4.1.10 可 设 


M = (a,b,c | a" 21,0 —1, = 1, [b,c] = a?" [a,b] = [a,c] = 1). 
因为 (a) = Z(M) 3G, 故 可 设 [a,z] = a". 进一步 , 设 
ra^ paet, le,2| zd 


由 b,c 的 对 称 性 , 不 失 一 般 性 , 设 t 关 0. 着 否 , 则 


! [b, z] — a9" b, e a = ar gum 


u3^- b" cv 


[b,£] =a e, 


因为 [6, x,7z,z] = 1, 所 以 s — 0. 由 [e z,z,z] — 1 ITA w= 0. IR] G' = C3 x C3 
7. 

d cf = a9" 5e. W [bz = é, t #0. ET [cr] €Gs« Z(G). 由 
[c z,z] = 1 JÄ v — 0, w=0. 因此 


G — (a,b, ei, | a3 =1,b= 1c = 1, [bci] = aX r? =], 
[a, z] — a9" [b, 2| — 6j, [61, 2| — ga" ， [a, c1] = [b, a] = 1). 
KB t0. X [a,r] = 1, W (a,2, 0:1) 同 构 于 Ha 或 Ha. 化 入 情形 1 或 情形 3. 08 


[ci, 2] Æ 1, X zi = cb", W [1,21] = 1. 因此 极 大 子 群 (a, 21,01) 同 构 于 Ho. 或 H3, 
也 化 入 情形 1 或 情形 3. 
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情形 5 M= He. 
由 定理 4.1.10 可 设 


M = (a,b | a” =1,b° = 1, [a,b] = c, c? = 1, [a, c] =a?" [b, c] =j). 


因为 M' = (a3”) x (c) aG, 不 妨 设 [c $] = a" d, 又 [62,2,2] = 1, 1X j — 0. 
因为 G = (a )x(o, 不 妨 设 [bz] = a9" c, [az] = a9" ce" m 是 满 
Æ m-ru = 0(mod 3) 的 整数 ， 设 zi = zc". W [aoi] = c". BRE OD 是 满足 
l -- v 三 0(mod 3) 的 整数 且 r2 = z,b'. 则 [azz] = 1. 经 计算 有 23 € (a8 ^). 设 
z3 = an3” 和 z4 = z3a-73" ^. 则 za e. 


A le, T3] = 1, 则 (a, Di T3) E H3. 因此 化 入 情形 3. 车 [c, T3] Js l, ju 


G — (a,b, c, 23 | a3 一 Lb 一 一 1, [a, b] = c,c 7 1, [a, c] =a, 


[b,c] = 1,23 = 1, |a, za] = 1, [b, z3] = a^" c*,[e, za] = a87’). 


HP i0. Y a = a'r. 则 [a,c] = 1. 因为 (a1,0, 3) 是 G 的 极 大 子 群 且 同 构 于 
H4, 此 时 化 入 情形 4. 

情形 6 M H EX Hg. 

在 M H;, 由 定理 4.1.10 可 设 


M = (a,b | a? =1,b? = 1, [a, b] = c, c? = 1, [b, c] =a?" [a,c] x. 


因为 M' = (a3” 》 x (c) aG, AI [cx] = a9" d. 由 [,2,2,27] 2 1 fg j — 0. 
因为 G' = (a? ) x (c), 可 设 [bz] = a9" c5, [az] = a9" c". BE m 是 满足 
m +v = 0(mod 3) 的 整数 且 zi = zo". 则 [a 21] = a3" .因为 


[a?* ,bzi] = [a, bc*] = [a, c*][a, b] = c = c = ca?" , 


Wi —0, Bl [e,z] = 1. 因此 (a,c, x1) & Ha 或 交换 . 化 入 情形 1, 情形 2 或 情形 3. 

ti M S Hs, 与 M & Hz 论证 类 似 , 化 入 情形 1, 情形 2 或 情形 3. 

定理 9.1.14 中 的 群 互 不 同 构 且 满足 定理 条 件 . 细节 省 略 . 口 

对 于 G! 兰 Ca x Ca x C3 或 Ce x C4 的 情形 , 与 定理 9.1.14 的 论证 方法 类 似 可 
得 下 述 结论 . 希望 了 解 更 多 证 明细 节 的 读者 可 参看 文献 [214]. 

定理 9.1.15 H G X 377? 阶 的 非 正 则 的 中 心 循环 的 群 , 巡 4 且 G' — 
C3 x C3 x C3, 则 G 为 C3 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b,c,z|a?" = 1,59 = 1, [a,b] = c,c? = [lac = a?" ,b,c = 1,2? 
1, [nim] = 8, = 1, [0 m] = 1; 

(2) (a,b,c, z|a?" = 1,09 = 1,[a,b] = c,c? = 1,[a,c] = a3" ,[b,c] = 1,23 


5 [a, z] =b, [b, z] = db [c， z] = 1); 
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(3) (a,b, cizlaa = 1,09 = 1,[a,b] = c, c? = 1,[a,c] = a?" ^, [bc] = 1,23 = 
1, [a, £] = b, [b, x] = a?*9" ^, [e £] = 1). 

定理 9.1.16 G Æ 3"^? 阶 的 非 正则 的 中 心 循环 的 群 ,n 2 4B. G'  C9x Ca. 
nm G 为 C3 群 当 且 仅 当 G 为 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(1) (a,b,c,x | a?” = 1,2? = 1, [a,x] = a?" bb = 1, [a,b] = a?" ,[b,z] = 
c, = 1, [ex] = a*" ^, [a, c] = [b,c] = 1); 

(2) (a,b,c,z | a?" = 1,2? = 1, [a, z£] = a?” 2, = 1, [c, x£] = b,b? = 1, [b, z] = 
a?" ^, [a,0] — d= d= 1); 


(3) (a,b,m |a?" — 1,0? = 1, [a,b] = 2?,29 = 1, [a, 2] = "[ba] = 1); 

(4) (mbela —15 1, [a b] — 49,2? — 1, [à vet iF p 

(5) (a,b, x | a?" = 1,03 = 1, [a,b] = z?,2? = 1, [az] = a", [b, £] = a2X3" ^y; 
(6) (a,b, | a?" = 1,03 = 1, [a,b] = z3, x° = 1, [a,z] =a b, [b, £] = 1; 

(7) (a,b,x | a?" = 1,b? = 1, [a,b] = x3, x° = 1, [a, £] = a?" b,[b,z] = a?" y; 
(8) (a,b, x | a9" = 1,03 = 1, [a,b] = x3, £? = 1,[a, £] = a?" b, [b, £] = a2*9" y; 
(9) (a, b,x | a9^ = 1,0? = 1, [a, b] = z? D iles e Pe c 

(10) (a,b, |a” = 1,0? = 1, [ost] = 25a = 1, [a, z] = a?" ^82, [b, x] = a?" ^y; 
(11) (a,b,z | a3” = 155 = 1 [a,b] = z? „£? = l,[a,oz] = a?" "W.,[b,z] = 

2x3"— ^) 


3. 阶 < 37 的 非 正 则 C3 群 的 分 类 


因为 阶 小 于 37 的 3 群 都 列 在 小 群 库 中 , 利用 Magmal40 47] 即 得 下 述 结果 . 

定理 9.1.17 不 存在 34 阶 的 非 正 则 C3 群 . 

定理 9.1.18 G 是 35 阶 的 非 正 则 C3 群 当 且 仅 当 G 为 小 群 库 中 编号 如 下 的 
x o]. 

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 17, 18, 25, 26, 27, 28, 29, 30,51, 52, 53, 54, 55, 56, 

57, 58,59, 60. 

定理 9.1.19 G X 39 阶 的 非 正 则 C3 群 当 且 仅 当 G 为 小 群 库 中 编号 如 下 的 
群 之 一 : 

4,5,6,7,8,13,14,15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 27, 28, 29, 67, 70, 71, 

74, 75, 71, 80, 82, 83, 86, 90, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 

101, 253, 254, 261, 262, 263, 264, 284, 285, 388, 389, 390. 

XT. p = 2, Cs 群 的 分 类 仍 是 有 待 解决 的 一 个 问题 . 

iE 9.1.20 由 (Cs 群 的 定义 可 知 , 这 类 群 的 交换 性 应 该 相对 较 好 . 而 由 以 上 Cs 
群 的 分 类 结果 看 出 , 正则 的 C3 群 比 非 正 则 的 C3 群 多 . 事实 上 , 非 正 则 的 C3 群 只 能 
是 3 群 . 从 这 个 角度 来 说 , C3 群 确 是 交换 性 较 好 的 一 类 群 . 
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9.20 C, 群 的 刻画 


设 GEAR pÆ. LG 表示 G 的 所 有 p 阶 子 群 的 交 . SAN, L(G) 是 G 的 
特征 子 群 . 张 勤 海 等 在 文献 [212] 讨论 了 (G) 与 exp(G) 之 间 的 关系 , 给 出 了 C; 
群 的 一 个 简单 刻画 . 

引 理 9.2.1 ik G X p" 阶 群 ,pp 是 奇 素数 , a Z n> 2a 十 1 的 整数 .车 
exp(G) = p"-^, 则 存在 互 <G 444 exp(H) = pet, 

证 明 ”由 定理 4.1.4(1) 可 知 , G 有 a 十 1 元 素 5,01, bz ,ba 使 得 对 每 个 ge G, 
g 均 可 唯一 地 表示 为 下 列 形式 | 


= ba oput, 
其 中 
o(b) —-p"*, o(bi) < p, 1 < Ài < P, t= l 4,0, l < 入 < iia: 


令 N = (bP, bi, b2, , ba). 下 证 N 就 是 满足 定理 要 求 的 群 . 
由 上 面 所 述 , 53e bo... b (bP) 是 两 两 不 同 的 ,其 中 


1 ^, PSAs i-i, 


明显 地 , 这 p 个 元 素 属 于 N. WIN| 2 p". 585—718, 因为 olb) 和 p? < 
p^-*-1, 其 中 ;= 1,.…. ,a. 由 定理 4.1.4(2) 可 知 , G 是 pa 交换 的 . 于 是 G 是 p^-^-! 
交换 的 . 又 o(bP) = p^-9—, 故 对 于 ze N 有 zz ^ = 1. 即 exp(N) = pret, 
于 是 NZG. 结论 得 证 . | o 
EH 9.2.2 ik G X p^ 阶 群 ,p ATEK, k, a 是 整数 使 得 2(a 十 1) « k € m. 
则 exp(Ik(G)) > p*-^ 当 且 仅 当 exp(G) > p". 
证 明 ”<=: 因为 exp(G) 2 pe, 故 存在 A< GIER AS Cn- EBEG 
的 一 个 p^ 阶 子 群 . 则 
|IB|[A| 
|BA| 
因为 4 循环 , exp(Ik(G)) > p*-^. 
=>: 对 n 作 归 纳 . E n = k, 结论 显然 成 立 . Rn» k HM 是 G 的 极 大 子 
BF. 则 IL(G) < I (M). 于 是 exp(Ik(M)) > p^. 由 归纳 假设 , exp(M) > p-e, 其 
中 m =n 一 1. 于 是 exp(G) 2 pe. Æ exp(G) = pe, 由 引 理 9.2.1 可 知 , 存在 
M < G 使 得 exp(M) = p"-?-1, 矛盾 . 从 而 exp(G) > pe. 口 
定理 9.2.2 的 一 个 直接 结果 就 是 下 面 的 推论 . 
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推论 9.2.83 设 G X p^ MESE, p 是 奇 素数 ,k，a 是 整数 使 得 2(a 十 1) < k & n. 
则 exp(I.(G)) = p° 当 且 仅 当 exp(G) = Pr 

定理 9.2.4 ik G JE p^ 阶 群 ,p 是 奇 素数 , ji， a 是 整数 使 得 2(a 十 1) € k € n-a. 
则 Ik(G) = Cp-a 4AA% exp(G) = p^7^, 即 G 是 Ca 群 . 

证 明 ”一 >: 由 推论 9.2.3 即 得 . 

4: 因为 exp(G) = p^-^, 由 推论 9.2.3 可 得 exp(I(G)) = 及 2. X k & n- o, 
故 存在 H < G fETRH S C. 从 而 lG) 循环 . 于 是 lG) = Cpr-a. 口 

一 个 自然 的 问题 是 : 对 于 p = 2, 定理 9.2.4 是 否 仍然 成 立 ? 使 用 Magma 检查 
小 群 库 中 的 群 , 没有 反例 出 现 . 这 导致 下 列 的 猜想 . 

猜想 EG X2" Bp, k fa 是 使 得 2(a 十 1) &K k & n — o 的 整数 ， 则 
Ik(G) S Cokr=a 当 且 仅 当 exp(G) = 2". 

从 子 群 计数 的 角度 , 对 C, 群 的 刻画 也 有 若干 结果 陈 彦 恒 等 在 文献 [53] 分 类 
了 各 阶 子 群 个 数 不 超 过 p? 的 有 限 p SEO 曲 海 鹏 等 在 文献 [131] 分 类 了 各 阶 子 群 个 
数 不 超 过 p! 的 有 限 p 群 . 有 趣 的 是 , 当 p > 2 Hn > 3 时 , 陈 彦 恒 等 分 类 的 群 恰 是 
C; HE. 当 p > 2 Hn 2 5 时 , 曲 海 鹏 等 分 类 的 群 恰 是 Co HE. 换 句 话说 , 设 G 是 
阶 群 , p > 2, 1 < k < n 一 1, lil: 

车 n>3, 则 sk(G) < p? 当 且 仅 当 G 是 Ci E; 

di n 2 5, W s.(G) < p? SERNA G 是 Co 群 . 

一 个 目 然 的 问题 是 : 若 n 2 7, 是 否 仍 然 有 sk(G) <p 当 且 仅 当 G 是 C3 群 ? 

更 一 般 的 问题 是 : 当 n, p 较 大 时 ， 是 否 仍 然 有 sk(G) < p 当 且 仅 当 G 
是 Ct 群 ? 

ia hiii 在 什么 条 件 下 , 充分 性 成 立 ? 


9.3 As 群 的 分 类 


本 节 给 出 的 A 群 的 分 类 结果 取 自 [208]. 但 证 明 不 同 于 [208], 这 里 给 出 的 证 
明 更 简洁 , 是 由 安立 坚 给 出 的 . 我 们 使 用 ai(G) 表示 p 群 G 的 A 群 的 个 数 . 

定理 9.3.1 有 限 p 群 G 是 Az 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(I) d(G) =2 E G 有 交换 极 大 子 群 ， 此 时 , a1(G) = 

(1) (a,b | a8 =b = 1, [a,b] = a7?), m 2 1; 

(2) (a,b | a$ = 5?" = 1,[a,b] 2 a2), m > 1; 

(3) (a,b | a8 = 1,09?" — a*,[a,0] 2a 7), m2 1; 

(4) (a1,b5;a2,a3 | a? = a5 = aè = bP" = 1, |a, b] = az, [a2,6] = as, [as, 6] = 
1,[a;,2; 2-1, p 23 E. 1&€ 443 «3, 当 mm 三 1 N, p5; 
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(5) (a1, b;az | af = a£ = "^^ = 1,[a1,0] = az, [a2] = b^" ,[a1,a2] = 1, p 2 3; 

(6) (a1,5;a2 | a? — a£ =b?" — 1, [a1, b] = a2, [a2,5] =a”, [a1 a2] - 1, p 2 3 E 
v —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ; 

(7) (a3,5;a2 | a] = a3 = 1,05 = a3, [a1, b] = az, [a2, b] = a1 ^, [ag, a1] = 1). 

(II) d(G) — 3, |G"| =p L G 有 交换 极 大 子 群 . 此 时 , on (G) = p°. 

(8) (a,b, z | a* = z? = 1,5? = a? = [a,b], [z, a] = [z, b] = 1) Qs x C; 

(9) (a,b, | a" = bP™ = zz = 1, [a,b] = a" ,[r,a] = [r,6] = 1) S Mp(n + 
1, m) x Cp; 

(10) (a,b, z;c | aP" = b" = c? = æ = 1, [a,b] = c,[c, a] = D zs [zu x 
[r, 5] = 1) & M,(n,m, 1) x C, n 2 m, S p22,n23; 

(11) (a,b, x | a* = 1,0? = z? = a? = [a,b], [x,a] = |z, b] = 1) = Qs * C4; 

(12) (a,b, z | aP” = b?" = z” = 1, [a,b] = zP, |z, a] = [z, b] = 1) S M,(n,m, 1) « 
Cum, p-—-2wW,n22. 

(III) d(G) = 3, |G'| = p^ 且 G 有 交换 极 大 子 群 .此 时 , ali(G) = p? +p. 

(13) (a,b; c | a* — 5* = Tyc? = a? 0^, [a,b] = B, le, aL a? , [e, b] = 1); 

(14) (a,b, d | aP™ = b^" = dP = 1, [a,b] = a?" ,[d,a] = bP, |d, b] = 1), € p = 2 
时 , m > 3; 

(15) (a,b, d | a?" = b? = d? = 1,[a,b] = d?,[d, a] = b-"?,[d,b] = 1, p > 2, v 
是 一 个 固定 的 模 p 平方 非 剩 余 ; 

(16) (a,b,d|ar™ = bP" = d? = 1, [a,b] = dP, |d, a] = bird?,[d,b] = 1), # p 是 奇 
&, M 4j=1- p RA 1er P p 是 模 p 本 原 根 的 最 小 正 整 数 ; Æ p= 2, 
WR j — 1. 

(IV) d(G) — 2 E G 无 交换 极 大 子 群 , 此 时 , al(G) = 1 

(17) (a,b | a^ — 1,59 ^" = a»^*, [a,b] = aP"), t 2 0, 
X p-2,8 r22,€p23,Br21; 

(18) (a,b;c | a” = b? = c». — 1, læ, b] = c, [c, a] = bP, [e b= aP), p2 5,v 是 一 
个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ; 

(19) (a,b;c | a? = b” = c? — 1, lab = elea = aar [e b] = a Ph p 2 5, 
4L p^? —1, r=1,2, (p1), p AA p 本 原 根 的 最 小 正 整 数 

(20) (a,b; c | a? — 9? — 5 — 1, [a,b] = c, [c;8] — 5-5, [e; b] — a? [a3, b] = 1); 

(21) (a, bic | a? = 09 =A — 1, [a,b] = c, [c;a] = 579, [e, D) — 79. 

(V) d(G) 23 EG 无 交换 极 大 子 群 . 此 时 , ai(G) 21 p p’. 
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(22) (a,b, d | at = bt = d* = 1, [a,b] = d, [d,a] = b?d?, [d,b] = a?b?, [a?, b] = 
[b a] = 1). 

证 明 设 G 为 .4 群 . 因 为 G 有 极 大 子 群 为 A 群 , 所 以 d(G) < 3. 我 们 大 
体 可 以 按照 G 有 无 交换 极 大 子 群 以 及 d(G) = 2 或 3 分 成 四 种 情况 . 

情形 1 4d(G) =2 且 G 有 交换 极 大 子 群 . 

有 交换 极 大 子 群 且 非 交换 子 群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 已 经 被 分 类 . 定理 8.4.7 
和 定理 8.4.8 分 别 给 出 了 p = 2 和 p > 2 的 分 类 结果 . 这 个 结果 显然 包含 了 本 情形 
中 的 A 群 . 所 以 我 们 需要 做 的 只 是 挑选 的 工作 . 事实 上 , 由 定理 8.3.3 易 知 , 这 些 
群 是 A 群 的 充 要 条 件 是 c(G) = 3. 这 种 情形 下 , 可 得 定理 中 的 (1) 一 (7) 型 群 . 

情形 2 4d(G) = 3 且 G 有 交换 极 大 子 群 . 

设 K 是 G 的 非 交换 的 极 大 子 群 ， 则 K 只 能 为 A P HE 1.7.7 可 知 
|K'| 2 p, 6(K)=2 以 及 Z(K) = 9(K). H 9(K) < B(G) 和 6(G) 23, § (K) = 
$(G) 设 A 是 G 的 交换 极 大 子 群 . 则 Z(K) = e€(K) < A. 因为 G = AK, 所 以 
(G) = Z(K) < Z(G). 由 定理 1.7.6 可 得 

^| = pK'I|Z(K)| _ p^|Z(K)| 
IZ(G)| iZ(G)| 
因此 |G'| < pP. 三 元 生成 导 群 p 阶 的 A: 群 即 定理 3.1.6 P k = 2 时 所 对 应 的 群 . 
它们 是 定理 中 的 (8) 一 (12) W. 而 |G'| = p? 满足 8(G) < Z(G) 的 群 也 在 7.1.3 小 
节 中 被 分 类 了 . 根据 表 7.4 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 定理 中 的 (13) 一 (16) 型 群 . 

情形 3 d(G)—-2 H G 无 交换 极 大 子 群 . 

者 G 是 亚 循环 群 , 由 其 分 类 可 挑 出 定理 中 的 (17) 型 群 . 者 G 非 亚 循环 群 , DU 
由 定理 8.5.4 柯 得 定理 中 的 (18) 一 (21) WF. 

情形 4 ! d(G) = 3 H. G 无 交换 极 大 子 群 . 

由 定理 8.6.2 可 得 , p = 2 和 (G) = Z(G). 由 c(G) = 2 和 d(G) = 3 TË, 
exp(G') = 2. 由 于 G/G' 的 极 大 子 群 都 是 二 元 生成 的 ， 从 而 G/G' 的 型 不 变量 是 
(2,2,2). 因此 G' = &(G) H |G/G'| = 22. 这 样 的 群 即 是 定理 7.1.33 中 的 群 . 用 定 
理 7.1.34 可 挑 出 定理 中 的 (22) 型 群 . 口 

由 定理 9.3.1 易 得 AS 群 的 下 列 性 质 . 

推论 9.3.2 设 G 是 p" Bpf Az Z$. N 

(1) dG) < 3 E c(G) < 3; 

(2) Æ d(G) = 3, R) c(G) 2 2 A G' < C3, 进一步 地 ,车 G' = C2, 则 |G| — 28, 
G' = Q1(G) = Z(G) > C3 A G 没有 交换 极 大 子 群 ; 

(3)  d(G) = 3 E |G'| = p, JJ |G : Z(G)| = P E G/G' 的 型 不 变量 为 
(p^,p",p), uc v 2 n — 2; 
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(4) & d(G) =3 E |G'| = p?, MJ c(G) = 2, (G) =01(G) = Z(G), G 有 唯一 的 
交换 极 大 子 群 A 具有 exp(A) > p, G/G' 的 型 不 变量 为 (pt, p,p), A/C 的 型 不 变 
量 为 (p",p,p); 

(5) 若 d(G) — 2 H G 非 亚 循 环 , 则 p>2 E exp(G') = p; 

(6) 3 p —2, 则 G 亚 循环 当 且 仅 当 d(G) = 2; 

(7) Æ |G'| 2 p, M o4(G) — p^; 

(8) # d(G) 2 2 E. |G'| = p?, 则 ai(G) — 1-- p; 

(9) 3$ d(G) 2 2 E G' = C2, 则 ai(G) =p. 

注意 到 , A 群 是 真子 群 交换 或 内 交换 的 p 群 . 作为 A: 群 的 对 偶 , 张 勤 海 等 在 
文献 [209] 分 类 了 真 商 群 交换 或 内 交换 的 p BE. 

也 注意 到 , 定理 9.3.1 中 的 群 (22) 是 29 阶 的 Suzuki 2 群 . 因而 是 最 小 的 Suzuki 
2 FF. 张 勤 海 在 文献 [207] 给 出 了 最 小 Suzuki 2 群 的 一 个 刻画 . 


9.4 A, 群 的 分 类 


张 勤 海 等 在 文献 [215] 给 出 的 A 群 的 分 类 是 一 篇 近 百 页 的 论文 , 该 文 不 仅 给 
出 A 群 的 完全 同 构 分 类 (222 个 互 不 同 构 的 类 型 ), 而 且 给 出 了 与 A, 群 相 关 的 其 
他 信息 . 例如 , As 群 的 极 大 子 群 中 A TE (XRT) A TE A 子 群 个 数 的 
信息 . As FERI Frattini 子 群 、 导 群 、 中 心 以 及 As 群 的 阶 、 极 小 生成 元 个 数 等 信息 . 

由 于 该 文 证 明 过 程 元 长 , 鉴于 篇 幅 所 限 , 这 里 只 列 出 分 类 结果 , 证 明 过 程 略 去 ， 
仅 给 出 证 明 梗 概 , 现 简 述 如 下 . 

Aa 群 分 类 的 基础 是 A 群 和 A 群 的 分 类 , 即 本 书 中 的 定理 1.7.10 和 定理 9.3.1. 
分 类 依赖 的 主要 结果 是 两 类 有 限 p 群 的 分 类 , RARS 193] 给 出 的 非 交 换 真子 
群 均 二 元 生成 的 有 限 p 群 的 分 类 以 及 安立 坚 等 在 系列 论文 [3],[6],[137],[139],[140] 给 
出 的 有 一 个 内 交换 极 大 子 群 的 有 限 p 群 的 分 类 . 借助 于 此 分 类 , As 群 分 类 的 证 明 
得 以 简化 . 分 类 的 基本 思想 是 考虑 A 群 G 是 否 有 内 交换 的 极 大 子 群 . 者 G 有 内 交 
换 的 极 大 子 群 , 则 可 从 安立 坚 等 给 出 的 分 类 结果 中 找 出 A 群 即 可 . 这 使 得 分 类 的 
工作 量 大 大 减少 . 分 类 的 主要 工作 集中 在 处 理 G 无 内 交换 的 极 大 子 群 的 情况 . 在 
此 情形 下 , 若 G 有 交换 极 大 子 群 , 则 G 具有 相对 好 的 性 质 , 例如 , |G| = p|Z(G)|IG"]. 
也 较 容 易 处 理 . E G 无 交换 极 大 子 群 , 相对 来 说 , 没有 更 好 的 性 质 和 结果 可 供 使 用 ， 
处 理 起 来 更 复杂 和 困难 . 分 类 的 基本 方法 是 中 心 扩张 和 循环 扩张 以 及 生成 元 替换 和 
换 位 子 计算 的 技巧 . 

在 本 节 中 , al(G) 表示 有 限 p 群 G 的 A 子 群 的 个 数 , pi 表示 有 限 p SF G 的 
极 大 子 群 中 A 子 群 的 个 数 , 其 中 A 表示 G 的 交换 子 群 . 特别 地 , (jo, yi, 12) 分 
别 表示 As 群 的 极 大 子 群 中 Ao TRES A TE A: 子 群 的 个 数 . 
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为 使 读者 对 A 群 分 类 有 更 直观 的 理解 , 该 分 类 框架 如 图 9.1 所 示 . 


G 是 有 极 大 子 群 是 .4; FERATE 


x 


G 有 交换 极 大 子 群 G 无 交换 极 大 子 群 
d(G)=2 d(G)—3 G 至 少 有 两 个 G 只 有 一 个 
l | 极 大 子 群 是 .4 群 Mb 
6 类 20 类 T N 10 类 
d(G)-2 d(G)-3 
17 26 19 类 
PAS G P 
d(G)— ; iu^ 3 n 4 G 的 所 有 c N, 
极 大 子 群 RATH 
uh kA 均 二 元 生成 使 得 d(H)—3 
Y 
5 类 
$(G)«Z(G $(G)$£ Z(G) 
dis Ad i G 的 所 有 GG 有 一 个 
三 元 生成 的 极 三 元 生成 的 极 
1 M KFHHIH H'<Z(G) 大 子 群 HR 具有 有 2(G) 
ANN Y 
2 类 
(G)-2 d(G)—3 d(G)—4 
Y ý 
59% 28% 6% 
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9.4.1 有 内 交换 极 大 子 群 的 As BE 


本 市 列 出 有 内 交换 极 大 子 群 的 A 群 的 分 类 结果 . 这 样 的 As 群 有 72 个 互 不 
同 构 的 类 型 . 为 方便 起 见 , 在 本 节 的 定理 9.4.1 一 定理 9.4.5 中 总 假设 G 是 有 内 交换 
极 大 子 群 的 As E. 


1. 有 交换 极 大 子 群 的 AS E 


定理 9.4.1 和 定理 9.4.2 总 假设 G 是 有 内 交换 极 大 子 群 且 有 交换 极 大 子 群 的 
As 群 . 

定理 9.4.1 d(G) 22 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . | 

(Ai) ce(G) — 3 E G' & C4. 

(A1) (a,b;c | af = b? = c* = 1,[a,b] = c lea] = [cb] = c?). xm [G| — 25, 
(a?,c) & C4 x Cs, G' = (c), Z(G) = (a?,c?) S C2. | 

(A2) (a,b; c | a* = b" = 1,c^ = e?, |a, b] = e, [c, a] = ed —:c?). e |G| — 25, 
$(G) = (b^, c) C4 x C2, G' = (o), Z(G) = (b?, c) & C3. 

3) (a,b;c| aè = b? = 1,c? = a*, [a,b] = c, [c, a] = [eb] = c?). 此 时 |G| = 25, 
(G) = (a?, c) S C4 x C2, G' = (c), Z(G) = (a?) & C4. 

(Aii) (G) 23 RE CŒ S C2, 其 中 > 2: 

(A4) (a,b;c | a” = bP = œ = 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c,b] = a”), 其 中 v=1 
或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p^, 9(G) = (a?,c) & Cp x Cp, 
G' = (ap ,c), Z(G) = (aP) = Ga: 

(A5) (a,b;c | aP” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = bP). 此 时 |G| = pë 
$(G) = (a, P, & C9, G' — (P, d Z(G) = (aP, DP) = C2. 

(A6) (a,b;c,d | a = bP = œP = œ = 1, [sd = c; [ea] — T, leb] = h iha] = 
|d,t] = 1). 此 时 |G| = p^, &(G) = (aP, c, d) & C3, G' = (e, d), Z(G) = (a^, d) S C2. 

3t — 3 35, (Lo, i1, 2) = (1p — 1,1) E œ (G) — p? p — 1. 

定理 9.4.20 d(G)—-3 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Bi) c(G) =2 A @' =C. 

(B1) (a,b,c | a* — c* — 1, P — a? — [a,b], [c, a] = [c,b] = 1) & Qa x C4; 此 时 
IG| = 25, &(G) = (a?, c?) S Cs x Ca, G' = (a?), Z(G) = (a?,c) S C4 x C. 

(B2) (a,b,c | a?" = wp" = c = 1, [a,b] = a”, [ca] = [eb] = 1) = 
Mp(n+1,m) x Cp, 其 中 min(n, m) = 1; 此 时 1G| = 2m+n+3 G' 一 (ap ) € m» 1, 
则 $(G) = (aP, bP, cP) & Cpn x Com-l x Cp, Z(G) = (aP, bP, c) & Cpa X Cpm-1 X Cpa: 
#m=1, 则 更 (G) & Cpa x Cp, Z(G) & Cpa x Cy. 


| S 
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(B3) (a,b, c;d | aP” = b? = c" = d? = 1, [a,b] = d, id;a] 三 区划 三代 可 三 
[, 5] = 1) = M;(n, 1, 1) x Cg, AF $ p= 2 it, n 2 2. t |G| =p, G' = (d). 车 
n > 1, RJ €(G) = (aP,cP,d) S Cj«-1x C5 x Cp, Z(G) = (aP,c, d) € Cpn-i x Cpa x C. 
3 n — 1, B 9(G) & C, x Cp, Z(G) & Cpa x Cp. 

(B4) (a,b,c | a* = 1, b? = c* = a? = [a,b], [esa] = [c, b] = 1) = Qg * Ca; 此 时 
IG| 2 25, 6(G) = (c?) =S C4, G' = (c), Z(G) = (c) & Cs. 

(B5) (a,b,c | a?” =b = c" — 1, [a,b] = c, [6a] = le, 5] = 1) & Mon, 1,1) * 
C, Kv35p—28,n22. 此 时 |G| = pt, G' = (t). €n»1,9(G) = 
(aP,cP) S Cpa- X Goas Z(G) = (aP c) = Cys-i x Cos. Æ n = 1, RJ] SC 
Z(G) S| C. 

(Bii) e(G) = 2 L G' 2G}. 

(B6) (a,b,c | aP = b”? = c = 1, [b,c] = 1, [c, a] = c?, [a,b] = b? AF p> 2, 
IG|= »?, 6(G) — G' = Z(G) = (P, P} & C2. 

(B7) (a,b,c | a? = b = = 1, be) = 1,[c,a] = bPc?,la;b| = b7?y, RP 
p > 2, 此 时 |G| = p'**, G' = (bP P). X1» 1, RJ 6(G) = Z(G) = (ap 可 cp) & 
Cy: X Cp x Cp. M l= 1, M (G7 = Z(G) = C, x Cp 

(B8) (a,b,c | a” = b = c = l,[b,c] = 1,[e, a] = Per [a B| = ery, 
其 中 p > 2, v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ，-Z E (F^ te 
[n1 i 使 得 1? 4 —v; 此 时 |G| = p^, G' = (P,P). X 0» 1, W 
$(G) = Z(G) = (aP, bP, cP) & Ci x Cp x Cp. 10 = 1, N] O(G) = Z(G) = C, x Cp. 

(B9) (a,b,c | aP = b =c = 1, [b,c] = 1, [c, a] = bP’ ct?’ fa, b] = bP r? 
其 中 p > 2fv = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ，-v g (F2? t 


[ole B 此 时 |G| = p', G' = (b,c). é(G) = Z(G) = (加 ,cp) 


(D 2^ 


IR 


C, X Cy 
(B10) la b,c | a? 29$ 2c —1 
2H4 G! = (be). 3 0» 1, " $(G) 
l= 1, RJ (G) = Z(G) & C5 x Cs. 
(B11) (a, b, c | a? = 03 = c9 = 1, [b,c] = 1, [ca] = 5*, [a, b] = b*c*y; Seny |G| = 2", 
(G) = Z(G) = (?,c2) & C4 x C4, G! = (b^, c^). 
(B12) (a,b, c | a" = b” = c*' = 1, [b,c] = 1, [a,b] = c", [ea] = b”), 其 中 v=1 
或 者 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 此 时 |G| = pt5, G' = (^, c). 2 05 1, 则 
$(G) = Z(G) = (aP, bP, c) & Cui x x €,. 2 1— 1, N O(G) = Z(G) = Cj xC,. 


(B13) (a,b, c | gr = ag = Lal = 1, ia] = «P, ln; b] e aP ), 其 


, [b,c] = 1, [e, a] = 5^, [a,b] = c?); 此 时 |G| = 
= Z(G j= (a?, b, c?) & Cai X Ca x Os. x 
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P m < 2; 此 时 |G| = ptt, G' = (a? ,cp) Æ m = 2, RJ 9(G) = Z(G) = 
(aP; bP c?) S Cy x C2. € m — 1, 则 9(G) — Z(G) & C, x Cy. 

(B14) (a,b,c | a^ = "^ = c" = 1, [b,c] = 1, [ca] = bP™ , [a,b] = a"), 其 中 
i-m-nz-l,p-2, 3i max(m,n) —2 B. min(l,m,n) 21. 此 时 |G = p**»*?, 
G' = (ap ,b?"). 3E n » 1, N) (G) = Z(G) = (a?,bP, c?) = Cpi x Cpm x Cpn-i. X 
n — 1, RJ (G) = Z(G) = Oy x Op. 

(B15) (a,b,c | a* = bt = c* = 1, [byc] = L,[e,a] = ae, [a,b] = c?); 此 时 
|G| = 26, &(G) = Z(G) = (a*,0*,c?) = C3, G' = (a?, c^). 

(B16) im, be | a* = b* = œ = 1, [b.e] = 1,[e; a] = a? — c, [a,l] — 00; 站 时 
IG| = 25, &(G) = Z(G) = G' = (a?, b?) & C2. | 

(B17) (a,b, c; x | a? = bP = P = pP = 1,[&, b] = Zlo = c b.e] = 123,8] = 
[5,5] = [z,c] 2 1), 其 中 当 p=2 85,122. 此 时 |GI = ptt, G' = (Px). 21» 1, M 
B(G) = Z(G) = (aP, P, x£) & C1 x Cp X Cp: #1=1, N B(G) = Z(G) & C, x Cy. 

(B18) (a,b, c;z | aP — b?" =c = r? = 1, [a,b] = c?, [a,c] = x, [b,c] = [z,a] = 
[r,b]] = [z,c]] 2 1), AP p =2 l 22. m <2, min{l;m}= 1. 此 时 | = pt mt, 
G' = (cP,z). Æ m = 1, N] €(G) = Z(G) = (aP, bP, P, r) S Cpi-1 x Cp x Cp. € 
| — 1, M $(G) = Z(G) = C,«-: x €, x C,. 

(B19) (a,b, c;z|aP ™ — b?" = c? — z? = 1, [a,b] = a? , [a, c] = x, [b c] = [z, a] = 
[r,b] = [z,c] = 1), 其 中 m < 2., 此 时 |G| = p++, G' = (aP',z). d$ m » 1, W 
$(G) = Z(G) = (aP, x) S Cy x Copm=t x Cp Æ m= 1, HM e(G) = Z(G) S 
Cpi X Cy. 

(B20) (a, b,c; z | at = b? = ct = z? = 1, [a,b] = z, [a,c] = a? = c?, [b,c] = [m a] = 


|x, b] = [r, c] 2 1); 进一步 地 , |G| = 25, (G) = Z(G) = G' = (a2,2) & C2. 
2. 无 交换 极 大 子 群 的 As E 


定理 9.4.3 一 定理 9.4.5 总 假设 G 是 有 内 交换 极 大 子 群 且 无 交换 极 大 子 群 的 
As FF. | 

定理 9.4.5 G 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 且 d(G) =2 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 
不 同 构 的 群 之 一 . 

(Ci) e(G)=3 且 G' = C2. 此 时 , (po, m, H2) = (02D,aa(G)=6 

(C1) (a, brc, d | a* 2 5? & e? — dà e 1,[a,b] - c, [e a] d [e b] 9 [d, a] — [d,b] — 
1); 此 时 |G| = 25, G' = (c, d), (G) = (a?,c, d) & C3, Z(G) = (d) & C3. 

(C2) (a,b; e| a* = D^ c^ c 1, jo, B] ce, [e ti] = a*, [ob] — T; 368] [G] 2:25, 
G' = (c, a*), &(G) = (a?,c) S C4 x Cs, Z(G) = (a*) S Cs. 
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(03) (a, b;c | a8 = c? = 1,b? = at, [a,b] = c, [c, a] = [a?, b] = 0, [c,b] = 1); deit 
IG| = 25, G' = (c, a*), B(G) = (a?,c) S C4 x C2, Z(G) = (a*) S Cs. 

(C4) (a,b;c |a = b? = e = = 1, [a,b] = c, [c,a] = a?” ,[c, b] 2 1), AF n 23. 
此 时 [G| = 2+3, G' = (c, a? ), B(G) = (a?,c) & Ca« x Cs, Z(G) = (a*) & Co. 

(C5) (a,b; c | a? = bt = c? = 1, [a,b] = c, [c, aj — 02, [c, b] = 1), n 23. 此 
时 |G| = 2**3, G = (c, b^), 9(G) = (a?, b?, c) = Can-i x C2 x C2, Z(G) = (a*,0?) S 
C5n-2 X O3. 

(C6) (a,b;c, d | a? = b = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c,a] = d, [c,b] = [d,a] = 
[d, b] = 1), P n2 3. 此 时 |G| = 2+3, @ = (c,d), €(G) = (a?,c, d) & C31 x 
C2 x C2, Z(G) = (a*,d) € C2n-2 x C3. 

(Cii) &(G") < G3 & C?. 

(CT) (a, bie dë | a? = 6 2 c — dà — e -—1jab oss] — d, [eU] = 

e, [d,a] = [d,b] = [e,a] = [e,b] = 1), 其 中 |G| = 3*, €(G) = G' = (e,d,e), Z(G) = 
(d,e) S C$. 

(C8) (a,b; c,d | a? = c? = d* = 1,05 = a?, [a,b] = e, [e a] = d, [e, 5] = a^, [d, a] = 
|[d,b] = 1). 其 中 此 时 |G| = 35, &(G) = G' = (a3,c, d), Z(G) = (a3,d) C2. 

(C9) (la bied | a? = b* = c* = d? — 1,[a, b] = e, [e;a] = d, [c0] = a^*,[d, a] = 
[d, b] = 1). 此 时 |G| = 35, 6(G) = G' = (a3,c, d), Z(G) = (a?,d) S C2. 

— (a, bje | a? = b = c3 — 1, [a,b] = e, [c a] = a, [e b] = 59 XP |G| 2:35, 
$(G) = G' —'(a*,b3,c), Z(G) = (a5, b?) = C2. 

À (a, b; c | a” =b gp], [las b] = c, [c, a] = aPb"?, [c, b] = bP), XP p» 3, 
v —1 或 者 是 于 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 此 时 |G| = p, O(G) = G' = (a?, b, c), 
Z(G) = {aP P) S 03. 

(C12) (a,b;c | a” — b = c? = 1, [a,b] = c, [c, a| = bP; [c, b] = a^, [aP, b] = 1), 
其 中 p > 3,v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 使 得 —v c (Fi. Xn 
|G| = p5, €(G) = G' = (aP, P, c), Z(G) = (aP, b^) = C2. 

(C13) (a,b;c | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c,a]^" = arb, [c, bj!" = 
a "PPP, [a?,b] 2 1), $F p» 3,rT Z0,—1, —r € (F2)5; 此 时 |G| = p5, (G) = 
(a?; bP, c), Z(G) = (aP,bP) & C2. 

(C14) (a,b;c,d | a” = b? = c? = d? — 1, [a,b] = ġid] = a, le;b| = d, [d, a] = 
[d, b] = 1), &'P p > 3; Ær} |G| = p?, &(G) = G' = (aP ,c, d), Z(G) = (aP,d) S C}. 

(C15) (a, b;c,d | aP = p?" — c? —qgP-1, [a,b] = c, [c, a] = "P, Je b] = d, [d, a] = 
|d, b] = 1), 其 中 p> 3,v 21 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 此 时 |G| = 
$(G) — G' = (We d), Z(G) = (bP,d) = C2. 
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(C16) (a, bpe | a = e* — L5) = aab — e[ea] = at [e b] — 时 
IG| = 26, G' = (c, a*), €(G) = (a?,c) S C2, Z(G) = (a*,c?) S C2. 

(C17) (a,b;c | a?" = b” = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = b? [e, b] = a7"? , [a, bP] = 

), 其 中 di 3, i, 73 = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p’, 
G' = (c, a^, b^), B(G) = (aP, bP, c) =S Cp X C, X Cy, Z(G) = (aP, bP) S Cy x Cp- 

定理 9.4.4 G 至 少 有 两 个 内 交换 极 大 子 群 且 d(G) = 3 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 
不 同 构 的 群 之 一 

(Di) G/G' 的 型 不 变量 是 (p^, p, p). 

(D1) (a,b,c | a?" = 加 =c = 1,[b,c] = a ,| le,al = €”, [a, bP cup), 

中 p> 2,v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 此 时 d- = y, Pa 
(ap bP, cP) = C3, B(G) = Z(G) = (aP, bP, c") Cs x Cp x Cs. 

(D2) (a, b, c | ap 二 加 = =], b, 到 三 aP ， [c, a] = bP, [a, b] = c"), 其 中 p> 2, 
y —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 此 时 [G| — p", G' = (a? ,加 ,cp) S C$, 
$(G) = Z(G) = (aP, bP, cP) = Cj x C x Cp 

(D3) (a,b,c | a” = b^ = c" = 1,[b,c] = a”, c, atr = bYe P la BA = 
Po) AP p > 2, r= 12pm XN |G| = »', G' — (a? bP, P) & C3, 
$(G) = Z(G) = (aP, DP, cP) = Cpa x Cp x C. 

(DA) (a,b,c | a9 = b* = c* — 1, [b, c] 2 a*,[c, a] = b, [a,b] 2 c?). 此 时 了 [三 于， 
G' = {at b? c?) S C$, O(G) = Z(G) = (a?,0?,c?) = C4 x C3 x Ca. 

(D5) la, be | a” = 5* = £ = 1, bd = alad = F jab be SW 
IG| = 27, G' = (at, b?, c?) & C8, &(G) = Z(G) = (a?,02, c?) & C4 x Ca x Cs. 

(Dii) G/G' 的 型 不 变量 是 (p^, p^, p). 

(D6) (a,b, c | a" = b? = c" = 1,[b c] = ar ,[e,a] = b”, [a,b] = c), 其 中 
p»2,v—1 或 者 是 一 个 固定 的 模 的 平方 非 剩 余 使 得 —v g (F7). 此 时 |G| = 
G' = (ap ,如 ,cp) & C3, &(G) = Z(G) = (aP, bP, c") = Cp2 x Coa x Cp: 

(D7) (a,b, c | a” — =P =i, b dgn = a"? pP’, [c.a] = a-? bP”, [a,b] 
P), ÈP p> 2 r=12-p- 244 -r g (Fr. XH |G] = p°, G' = 
(ap ,bP? ,cp) = C3, B(G) = Z(G) = (aP, bP, cP) & Cpa x Cpa x Cp. 

(D8) (a, 5,c | a9 = P = c* = 1 be = a*b*,[c,a] — b*,[a,b] = cy. 35M 
IG| = 28, G' = (at, bt, c?) & C3, (G) = Z(G) = (a2, b?, c?) & C4 x C4 x Cs. 

(Diii) G/G' 的 型 不 变量 是 (p,p,p), KP p» 2. 

(D9) (a,b,c | a” = 加 = c = l,[b,c] = a”, [le a] = bP,[a,b] = cP). oiT 
IG| 2 »9, &€(G) = Z(G) = G' = (a, P,P) & C3. 

(D10) (a,b, c | ap 一 加 = P = 1,[b,c] — a?,|e, a] — c ?,[a,b] = bP). ÆR 
IG| = v9, &(G) = Z(G) = G' = (aP; P, cP) = C$. 
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(D11) (a,b, c | a” = pp Lg, [b, c] = a?,[c, a] = c^?,[a, b] = bPce"P), 关中 
y —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 此 时 |G| = p°, &(G) = Z(G) = 
(GP, bP,.eP) e CT. 

(D12) (a,b,c | a” = b = c" = 1,[b,c] = a, fe, -iie = = Dt us 
bPc?); 其 中 7 王 1 22 一 2 此 时 |G| — p°, €(G) — Z(G) = G' = (aP; bP, P) S C3. 

(D13) (a,b,c | az = b”? = cr — 1, c| = a PPP. [c, ry = a POP [a,b] = a). 
此 时 |G] 2 p°, B(G) = Z(G) = G' = (aP bP c?) = C3. 

(D14) (a,b,c;d | a” = b? = c? = d = 1,[b,c] = a?,[c, a] = bP, [a,b] = 

d, [d,a] = [d,b] = [d,c] = 1), 其 中 p> 2, v —1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 
余 使 得 —v d (F*)?. sert |G| = p°, €(G) = Z(G) 2 G' = (aP, bP, d) S C$. 

(D15) (a, b, c; d | a” =b =P =g =], [b; c] — a?, [c, a] =d, [a,b] =, [d,d] = 
[d, b] = [d,c] = 1), X p» 2. aF |G| = pf, €(G) = Z(G) — G' = (a^, bP,d) S C$. 

(D16) (a,b,c;d | aP = b^ = c?" = d? = 1,[b,c] = d, [c,a]!*" = b"?c-?, [a, b] ** 
= bP, [d;a] = [d, b] = [d,e] 2 1), X p»2,7— 1,2, :,p-2 使 得 一 r g (E2)*. 
此 时 |G| = p°, (G) = Z(G) = G' = (b?, c?, d) = C$. 

(Div) G/G" 的 型 不 变量 是 (2;2,2). 

(D17) (a,b, czd | a! =b = c* — d* — 1,[b, c] — d, [e, a] = a”, [a,b] = c^, d, a] = 
[d, b] = [d,c] = 1). 此 时 9(G) = Z(G) = G' = (a?,c?,d) S C$. 

(DIS) la igd | a = F = c md? [= 1 bd [= d igal = at, lab =b s 
c?, [d,a] = [dd = [d,c] = 1). 此 时 &(G) = Z(G) = G' = (a2, b2, d) C3. 

(D19) (a, b, TAE b sd 19 d [ed] 2 a aA D] a^ — 
c^, [d,a] = [d, b] = [d, c] = 1). 此 时 9(G) = Z(G) = Œ = (a?,t6?,d) S C3. 

定理 9.4.5 G 有 唯一 的 内 交换 极 大 子 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Ei) p > 2. 此 时 p= 3, (uo; pi, ui2) = (0,1,3), 除了 (E2) 之 外 , 均 有 a1(G) = 10, 
而 Qi((E2)) = 28. 

(El) (51,5;52 | 519 = 83° = 1,5? = s35, [8,5] = s2,[82,5] = 82^ 38173; [s2, 81] = 
s3), 其 中 0 = 0,1,2. 此 时 1G = 35, e(G) = 4, $(G) = G! = (sj, s2) S Ca x Cs, 
Z(G) = (s3) & Cs. 

(E2) (a,b;c | a = b? = c =1,lb,a = c,[c,a] = a3,[c,b] = 5673). 此 时 
IG| = 35, e(G) = 3, &(G) = G' = (a9, b3, c) & [s2,81]3, Z(G) = (a, b3) & C2 

(E3) (51,/8;82, 7 | 53? = 82? = 2$ = 1, 85 =g, [s p] = 82, [82,0] — 32281? 
[$1,582] =£; [£, 51] = [e 8] = 1). 此 时 [G| 5 39, e(G) = 4, (G) — G' = (83,82,02) 
Cg x Ca x C3, Z(G) = » y) S C2. 

(E4) ($1,8; $2, 5 | 819 — 52? — 2? — 1,8? — 3?z, [541,8] — 82, [82,8] — 82725817 
[51,52] = z,[r, 51] = lz, 8] = 1). 此 时 |G| = 39, c(G) = 4, B(G) = G" = (si, 32, x) 


—9 0,9 
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Co x Ca x C3, Z(G) = (s3,x) & C2. 

(E5) (0,8; 51,32, a — 83? — 2? — 1,85 — z3,o? 2 8371, [o, B] — 51, [81,0] = 
z, [81,8] — 82, [82,8] = $19, [81,52] 三 [z, o] = [r, 8] — 1). Xt |G| — 39, e(G) — 4, 
(G) = G' = (31,82, 2) S Cg x Cs x Cs, Z(G) = (sj, x) S C2. 

(E6) (0,8; $1,892, £ | s3? — 82? — 2? — 1,0? — 2,0? — s3^1z, [o, 8] — 81, [81,0] — 
g, [81,8] = 82,[$2, 8] = 313; [s1, $2] = [oa] = [m, 8| — 1. 此 时 |G| — 35, e(G) = 4, 
(G) = G' = (51,82, 1) S Cg x Ca x Ca, Z(G) = (sj, xz) & C2. 

(Eii) p = 2. 

(E7) (a,b | al9 = 1,527? = art t [a.b] = a2), 其 中 s,t,t 是 非 负 整 数 满 
EK1sxzs-rt'x2,t 20, 2: U #0, | st —2. XR |G| = vds c(G) — 4, 
$(G) = (a?,b?) S Cg x Cs oa G' = (a?) & Cs, Z(G) = (a8,0*) & C3 x Co vaa, 
(Mo; 41, 42) = (0,1,2), a&i (G) = 5. | 

(E8) (a,b,c | a? = b = 1,c? = btt [a,b] = bt, [a,c] = 1,[e,b] = b?), 其 中 
t 三 0,1， 此 时 |G| = 25, c(G) = 3, &(G) = G = (b?) & C4, Z(G) = (bf) & Cs, 
(Ho, Hi, i2) = (0,1,6), o1 (G) = 9. 

(E9) (a;b cd | a* = b = c? — d? — I, [a 0] — b a= [c, 5] — d, d;a] — 
[d,b] = [d, c] = 1). 此 时 |G| — 29, c(G) = 2, DS(C) = Z(G) = G' = (a?,w?,d) S C3, 
(Ho, 1, H2) = (0, 1,6), o4(G) = 25. 

(E10) la, b,c;d | a* =b =e — d? = 1,[a, b] = a*, [c,a] — a? latm d, [d.a] — 
[d,b] = [d,c] 2 1). 此 时 |G| = 28, c(G) = 2, €(G) = Z(G) =G = (a?,0?,d) & C3, 
(Ho, M15 42) = (0, 1,6), on (G) = 25. 


9.4.2 无 内 交换 极 大 子 群 的 A 群 


本 节 列 出 无 内 交换 的 极 大 子 群 的 Aa 群 的 分 类 结果 . 这 样 的 A 群 有 150 个 互 
不 同 构 的 类 型 ,定理 9.4.6 一 定理 9.4.10 给 出 无 内 交换 的 极 大 子 群 但 有 交换 极 大 子 
群 的 As HE. 定理 9.4.11 一 定理 9.4.15 给 出 无 内 交换 的 极 大 子 群 旦 无 交换 极 大 子 群 
的 A 群 . 


l. G 有 交换 极 大 子 群 


本 节 的 定理 9.4:6 一 定理 9.4.10 总 假设 G 是 无 内 交换 的 极 大 子 群 但 有 交换 极 
大 子 群 的 As HE. 

定理 9.4.6 d(G) =2 且 c(G) =4 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(F1) (a,b | a!6 = — 1,[a,b] 2 a7?). nt |G] = 2m+4 G' = (a?) & Cs, X 
m » 1, Nj (G) = (a?, b?) S Cg x Com-i, Z(G) = (a8, b?) S C2 x Com=i; Z m — 1, 
则 B(G) & Cs, Z(G) S C2. 
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(F2) (a,b | a16 = b?” = 1,[a,b] = a9). nt |G| = 2244 G' = (a?) € Og, E 
m » 1, 则 更 (G) = (a? dn Ca X C31, Z(G) = (a8,b?) & Ca x Com 1; 4$ m — 1, 
则 $(G) = Ca, Mn S 

(F3) (a,b | a1? — 1, T = à?,[a,b] =a 7} Jea |G| = 2"***, G' = (a?) & Cs, 
# m-— 1, 9(G) = (a?,b?) & Cg; € m = 2, N .e(G) & Cg x Ca, E m > 2, Bl 
$(G) = Com x Cg. Z(G) = (9) & Com. | 

(F4) (ai,b;az | a] = a3 = b?" = 1, [a1,b] = az, [a,b] = a1 “a3t, [a1,a2] = 1), 
其 中 t= 二 1,2， 此 时 1G| = 37**, G' = (a2,a3) & Os x Cg, Æ m > 1, M (G) = 
(a2,a3, b3} & Ca x Cg x Cam-i, Z(G) = (ał, b’) & C3 x Cam-i; 2E m = 1, W 
B(G) & C3 x Co, Z(G) & C 

(F5) (a1,5;a9 | a] = a = 1,09" = az”, [a1, 5] = a, [a2, 6] = a1?a45?,[a1,a2] = 
1); 此 时 |G| = 3*4, G' = (as,a]) & Cg x Ca, Z(G) = (b?) & Cam. 2E m — 1, W 
B(G) = (a2, a3, 6?) = Cg x C3, 3€ m > 1, N] B(G) & Cam x Cs x Cs. 

(F6) (a1,5;a2,a3,a4 | a? = bP™ = 1, [a;, b] = aj+1, las, b] = 1, [a4,a5] = 1), 其 中 
p25,1«i«4,1«7«93. 此 时 |G| = p"*^, G' = (a2,a3, a4) S C$, Æ m > 1, 则 

) = (az,a3;a4; bP) S C3 x Cyn-3, Z(G) = (a4, P) = Cp x Cpm-i; 2$ m — 1, A 

) S C5 Z(G) S Gp. 
(F7) Pide | oy = d = l,[aj,b] = aj,1,[as, b] 三 加 ,[a;,a;] = 1), 
XvY»251 «3,1«7j «2. XB |G] = pt, G' = (a03, ) S C3, 
5(G) = da ~ " x dy Z(G) = = (BP) & Cpm. 
(F8) Wh 2, a3 À a? = g =p" = 1, [a,b] = 2541, [as, b] — asa) = 1), 
X*24i€3,1€j€«2, t= futi lap P3 5 tnin stopy X FS 的 
TÉ —- B &RAA. yer |G| — p"**, = (as,a3, af) & C$, 2$ m » 1, RJ 
$(G) = (a2, 03, aj, bP) = C$ x Con-1, Z(G) = (aj, 0) = Cy x C5n-1; Æ m — 1, M 
$(G) & C, Z(G) & Cy. 

进一步 地 , (Lo, i1, u2) = (1,0, p) 且 ai (G) = p°. 

定理 9.4.7 d(G)—-2 EA c(G) 2 3 4 B4x 3 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Gi) G' & Cp 

(G1) (a,b; c | a8 = 1,c* = a* = b^, [a,b] = c, [c, a] = 1, [e, b| —.c?). 站 时 |G| = 28, 
(G) = (a?,0?,c) S C3 x C2 x C4, G' = (c), Z(G) = (ca?,b?) S C3 x C4. 

(G2) (a, : ;e| a B* 1,0 2, [a, B| 5, [e a] 2: 1, [e B] c7). 此 时 IG] 25, 
(G) = (a?,b?, c) & C3 x C2 x C4, G' = (c), Z(G) = (ca?, b?) S C2. 

(G3) (a,b; c | cà — b* — 1,c? — a^, [a,b] — c, [c, a] = c?, [c, b] 2 1). 此 时 |G| — 28, 

$(G) = (a?, 07, c) & C4 x C2, G' = (c), Z(G) = (a?, cb?) & C4 x Ca. 
(G4) (a,b;c | a? ^ =  — 1,22 = a?" , [a,b] = c [c,a] = 2, [cb] = 1), 其 中 
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n>2. 此 时 |G| 三 2"**, &(G) = (a?,b?,c) = Con x C2, G' = (c), Z(G) = (a2,cb2y S 
Can x Ca. 

(G5) (a,b;c | a?” =b? = 1,c? = bt, [a,b] = c, [c, a] = c?, [c, b] = 1), Xv n > 2. 
此 时 |G| = 2+4, (G) = (a?,b?, c) & Cyn-i x Ca x C4, G' = (c), Z(G) = (a?, cb?) = 
Con-! x C5. 

(G6) (a,bic|a? = b = c* = 1, [a,b] = c, [ca] = ê, [cb] = 1), KP n» 2. 此 
时 |G| = 2"*^, 6(G) = (a2, b,c) & Css: x Ca x C4, G' = (c), Z(G) = (la?, cb?) S 
Con-i X C4. 

(Gii) G' & C3. 

(G7) (a,b;c | a” = b? = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = 1, [c,b] = amy 其 中 p> 2， 
v 二 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p, ®B(G) = (aP, bP, c) S 
Cj: x C2, G' = (ap c), Z(G) = (a?,b?) 兰 Co x Cp. 

(G8) (a,b;c,d | a” = 加 = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c, b] — 1, [d, a] = 
区 中 = 1), $P p > 2; 此 时 |G] = p°, 9(G) = (a^, d) = C4, G' = (cd 
Z(G) — (a, DP, d) =S C$. 

(G9) (a,b;c | a” = b” = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = a? ,[c,b] = 1), 其 中 p>2. 此 
时 |G| = p°, &(G) = (aP, bP, c) S Cpa x C2, G' = (az c), Z(G) = (aP b?) = Cj: X C,. 

(G10) (a,b;c | ar™ = b? = œ = 1,[a,b] = c, [c,a] = a", [cb] = 1), 其 中 
p»2Hn-»2 JB |G| = ptt, &(G) = (aP,bP,c) = C, x C2, G' = (a?" , c), 
Z(G) = (aP, b?) = Cpn x Cy. 

(G11) (a,b;c | aP" = b^ = c? = 1,[a,b] = c,[c,a] = b" [eb] = 1), 其 中 
p > 2, n > 2, v = 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = ptt, 
$(G) = (aP, bP,c) € C, n: x Cox Cp G' = (b^. c), Z(G) = (aP, bP) S Cpn-1 X Cg. 

(G12) (a,b; c, d | a" = 加 = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c,b] = 1, [d, a] = 
[d, b] = 1), 其 中 p>2 且 n>2. Jent |G| = p”+*, O(G) = (aP, bP, c, d) S Cj: x C$, 
G' = (c, d), Z(G) = (aP,bP,d) = Cpn-1 x C2. 

进一步 地 , (uo, i1, u2) = (1,0, p), o3(G) = p°. 

定理 9.4.8 d(G)—3 且 (G) < Z(G) 3:5. B4 :5 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 
Atem, 

(Hi) $(G) < Z(G), G' S Cp E c(G) = 2. 此 种 情形 下 , (Bo p, y2) = (1+ 
p, 0, p°), a1 (G) = p*. 

(H1) (a,b,c | a?" = p?" = cp = 1, [a,b] = a?', [c,a] = [c,b] = 1) 
My (n -- 1, m) x Cj», 其 中 min(n, m) 2 2. 此 时 |G| = p***3, (G) = (aP, bP, cP) 
Cps X Cym-i Xx Cp, G' = (a? Y, Z(G) = (aP, bP, c) & Opa x Cy Xx Cpa: 

(H2) (a,b,c;d | a" = bP™ = c = d? = 1, [a,b] = d, [c,a] = [c,b] = 1) 


m 


Ii? d 


lle 
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My(n,m,1)x Cj, AP n 2m 22. 此 时 |G| 2 p***5, 6(G) = (aP, P,P, d) S 
Ops -1 X Cpm-1 X C; X Cp, G' = (d), Z(G) = (aP, bP, c, d) = Cpn-i X Cym-1 X Cg? X Op. 

(H3) (a,b,c | a" =b?” — c?" = 1, [a,b] = c, [c, a] = [c, b] = 1) & Mp(n, m, 1) 
Cs, X'Fn2mz2. 此 了 时 | 加 | 2 ptm 6(G) = (aP,bP, cP) & Opn-1 X Cpm- X Cg, 
G! = (c^), Z(G) = (aP, UP, c) & Cpn-1 X Cpm-1 X Css. 

(Hii) &(G) = Z(G), G' & C} E c(G) = 2. 此 种 情形 下 , (xo, ii u2) = (1,0, p + 
p^), oi(G) =p* 4 p*. 

(H4) (a, b, c | ap = bP’ = = 1, [b, c] = 1, [c, a] = c?, [a,b] = bh K^ p »2, 
l > 2; 此 时 |G] = ptt, &(G) = Z(G) = (aP,bP, cP) S Cpi-i X C. G' = (bP, c). 

(H5) (a,b, c | a” = b? = c? = 1, [b c] = 1, [c, a] = bP? ct?” , [a,b] = b^!» c"), 其 
Yp»22,l22,v 1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 使 得 —v g (F) Rte 


fo, fren BR 此 时 |G| = p+, &(G) = Z(G) = (aP, bP, cP} & Cy: x Cy x Cua, 


2 


G! = (bP , cP^). 

(H6) (a,b,c | a? = bt = c* = 1, [b,c] = 1, [c,a] = c?, [a,b] = 62). 此 时 |G| = 2^4, 
G' = (b? c), # 1» 1, A) (G) 2 Z(G) = (a?,b?, e?) & Cg: x C2x C2, Æ l=1, 
则 Z(G) = Z(G) & Cs x Cs. 

(H7) (a,b,c | a? = b? = c = 1, [b,c] = 1, [c,a] = bt, [a,b] = bac*), X 12 2. 
此 时 [G| = 2s pG) = Z(G) = {a P, c?) & Ca x C4 x C4, G' — (b*,c*). 

(H8) (a,b,c | aP = b = = I, be] = 1, lga] = bP”, [a, b] — a”), 其 中 
L2 2. 此 时 |C| = p'*9, B(G) = Z(G) = (aP, UP, c") = Cy x Cg x O5, G' = (a? ,bP ). 

(H9) (a,b,c;z | a = b?" =c = qP = 1, [a,b] = c?,[a, c] = x, [b,c] = [x,a] = 
[r6] = [z,c] ££ 1), F l 22. 此 时 |G| = pt5, e(G) = Z(G) = (aP, bP, P, x) S 
Ca- x C5, G' = (Pa), 

(H10) (a,b,c;z, | a” = bP = @ = p = j^ = 1 lab] = la d = p b d s 
[za] = [z,5] = [z,c] = [y,a] = [y,b] = ly, c] = 1), 其 中 当 p = 2 时 , l> 2. 此 时 
IG] = p**, &(G) = Z(G) = {a,m y) & Cy x C2, = (2,49). 

定理 9.4.9 d(G)—3 A (G) € Z(G) 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 
gem, 

(Ii) |G'| = p? E c(G) = 3. 此 种 情形 下 , Z(G) € (G), (uo, #1, uz) = (1,0, p^ + 
p), aa(G) = p*. 

(I1) a, ba | a9 — b^" = 2? = 1,[a,5] = a, [za] a, x (i). 
此 时 |G| = 27**, @ = (a?) S C4, Æ m » 1, M 9(G) = (a?,5?) & Cs: x C4, 
Z(G) = (a$, b,£) & Czm-1 x C2. ZZ m= 1, M (G) & C4, Z(G) & C2. 

(I2) (a;b x |. a8 — 9?" — 1,2? = a*,[a, b] = a? ie, a] = [m, b = 1) = (a,b) * (z). 
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此 时 |G| = 27*4, G' = (a?) S C4, Æ m » 1, JJ 9(G) = (a?, b?) & C5: x C4, 
Z(G) = (b,x) & Com- x C4. # m — 1, 则 B(G) S C4, Z(G) & C4. 

(13) (a,b z | aê = b?” = 2? = 1, [a,b] = a?, [ma] = [z,b] = 1) = (a,b) x (2) 
此 时 |G| = 274, G' = (a) & C4, € m > 1, A] B(G) = (a2,b?) & Cos x Ca, 
Z(G) = (a4, b, s) Cani x C2, Æ m — 1, WI 9(G) & C4, Z(G) S C2. 

(14) (a, b,x | aè = 2? — 1,07" = a4, [a,b] = a ?, [z,a] = [5,5] = 1) = (a,b) x (2). 
此 时 |G| = 2"**, G' = (a?) & C4, Z(G) = (b?,z) S Com x Cg. Æ m = 1, XJ 
(G) = (a?, b?) S C4. Zt m » 1, JJ 9(G) = (a?, b?) & Com x Ca. 

(IB) (ai; biana | a] = ab = eb = D = zx? = lad = az laz: 0| = 
as, [asb] = 1, [a2,a1] = [as, a1] = [as, a2] = [ta] = (e, b] = 1) = (ar, $) x (2), 其 中 
当 m 二 1 且 p>2 时 ,p>3 XH |G| = p"*^, G' = (apa3) S C2, Æ m > 1, A 
$(G) = (a2,a3, P) € Cpm-1 x C2, Z(G) = (as, UP, z) & Cpm-1 x C2. Æ m= 1, A 
(G) & C2, Z(G) = C2. 

(I6) e Diag | e$ = aj = 
[z, a1] = [z, b] = 1) = (a1, b) * (z), 
zm > 1, M) (G) = (as, bP, xP) 
m = 1, RJ (G) S C, Z(G) S Cp. 

(I7) (är, bas | a = a5 = p" = gP 一 1, [a1, b] = az, [a2, b] = b?" ,[ag,a1] = 
[r,a1] = [z, b] = 1) = (a1, 0) x (x), K'P p » 2. sent |G] = p7**, (G) = (az, bP) S 
Cun X Os, G' = (az, 9) = CT, Z(G) = (z, b?) & Cy» x C,. 

(I8) (a1, x, b; a2 | aP” = gb = P” = aP = 1 lab] = azlan 9| = a1”, lan al = 
[, a1] = [z,b] = 1) = (a,b) x (x), $P p> 2, v =1 或 者 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 
非 剩 余 ， 此 时 [G| = p"**, G' = (az)al) S C2, Æ m > 1, 则 更 (G) = (as, aj, P) S 
Cpm-1 x C2, Z(G) = (af, bP, £) & Cpm-1 x C2. Æ m — 1, B] (G) = C2, Z(G) & C2. 

(I9) (a1, £, b;az | a? = a3 = z? = 1,0? = a3, [a1, b] = a», [a2,b] = a7’, [z, a1] = 
[r,b]] = 1) = (a,b) x (zx). 此 时 |G| = 35, #(G) = G' = (gz,a}) S C2, Z(G) = 
(a1, 2) & C$. 

(Iii) |G'| = p? E c(G) = 3.1 此 种 情形 下 , Z(G) < 9(G), (uo, ui, u2) = (1,0, p? + 
p), e1(G) = p? + p°. 

(I10) (a,b,c | a8 = 9?" = 1,c? = atb?™ , [a,b] = a?,[c, a] = 1, [c, b] = 9?" ); 此 
时 |G| = 27?**5, (G) = (a?, b?) = Co» x C4, G' = (a?,5? ^) & C4 x Cz, Z(G) = 
(a*, b?) & Com x C3. 

(I11) (a,b, c;d | a?" = bP = c" = d? = 1,[a,b] = d,[c,a] = aP”, [d,a] = 
cP, [c,b] = [d,b] = [d,c] = 1), $F p» 2. 此 时 |G| = pu $(G) = (aP,cP, d) S 
Cpr X C3, G' — (ap , cP, d) = Gy Z(G) = (P, a?) & C,» x Oy, 


pp" = a 1l,[a1,b] = a2,[a2,6] = z?,[a2,a1]— 
RP p» 2. 此 时 |G| =p", G' = (a2, 2P) = G5, 
& C521 X C2, Z(G) = (z, bP) = Cys-: x Cy. $ 
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定理 9.4.10 d(G)—4 当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Ji) G' S C, E. c(G) = 2， 此 种 情形 下 , (noui ua) = (1 + p,0,p° + p), 
Qi1(G) = pt. 

(J1) (a,b, z, y | a* = z? = y^ = 1,0* = a? = [a,b], [x,a] = [zb] = [y, a] = [y, b] = 
[r, y] 2 1) S Qs x C2 x Ca. 此 时 |G| = 25, 6(G) = G" = (a?), Z(G) = (a?,2, y) S C3. 

(J2) (a,b, x,y |ar™” = bP” = g? = y? = 1, [a,b] = a?" , [x,a] = |x, b] = [y,a] = 
[y, b] = [r, y] = 1) = Mp(n +1,m) x Cp x Cp. 此 时 |G| = p"+™+3, G' = (a), E 
m > 1, 则 (G) = (aP, b?) = Cpr x Cpm-1, Z(G) = (aP, bP, £, y) = Cpr x Cpm-1 x C2. 
E m-1, N &(G) = Cpr, Z(G) & Cj. x C2. 

(J3) (a,b, m,y;c | a^ = P7 = P — za? — yP — L,[a,b] = c, lea] — [eb] — 
iz, a] = [z, b] = [y,a] = [y,9] = [m] = 1) = Mp(n, m, 1) x Cp x Cp, X n > m, # 
p= 2, J] n 2 2. 此 时 |G| = p"**?, G' = (c), € m > 1, N] (G) = (aP,bP,c) S 
Cps-i X Cym- x Op, Z(G) = (aP, bP e, , y) S Cpa- X Cjn-1 x Cj. $m =l 
n »1, M $(G) S C,«-: x C5, Z(G) & Cs: X GS A "nl, 期 6(G)5G, 
Z(G) = C}. 

(J4) (a,b, x,y | a* = y? = 1,6* = z? = a? = [a,b], [r, a] = [x,b] = [y. a] = [y, b] = 
[x,y] = 1) X Qg«C4 x Ca. 此 时 |G|= 25, B(G) = G' = (a?), Z(G) = (x,y) & C4 x Co. 

(J5) (a,b, x,y | aP” = b?" = 27 = y? = 1, [a,b] = z”, [z,a] = [z,b] = [y, a] = 
[y; b] = [x;y] 2 1) € Mp(n;m,1) *Cp2 x Cp X35 p=2 E n>m if, n2. xg 
(G= p^**3, = P) 25 m » 1, RJ 9(G) — (aP, bP, x?) & Oyni x Oyn-1 x Oy, 
Z(G) — (aP,bP,z, y) S Cps-1 X Opn-1 x Op x Op. 2m — 1 En » 1, H (G) & 
C5n-1XO,, Z(G) S Ojs-1x C5x Op. 2m — n= 1, M D(C) S Cp, Z(G) S Op x Cpa. 

Qi) @'İ= c2 m «(G) = 2， 此 种 情形 下 ， (uou) = (1,0,p +p? + p?), 
a (G) = p? +p’. 

(J6) K x Ca AP K = (a,b,c | a? = b* — Le — a ab — b?,[e,a] — 
a^, [c,b] = 1). 此 时 |G| = 29, &€(G) = G' = (a?, b?) S C2, Z(G) = C3. 

(J7) K x Cp, K = (a,b, d | aP™ =b?” = d? = 1,[a,b] = a?" , [d,a] = bP, [d, b] = 
1), AFS p=2 E m > 1 时, m > 3 此 时 |G] = p"**, 6(G) = (aP,bP) S 
C,n-i X Op, G' = (a9" ^, DP), Z(G) = Opm x C2. 

(J8) K x Cp, K = (a,b, d | aP" =b = d^ = 1, [a,b] = d”, |d, a] = b-"?, |d, b] = 
1), XP p>2, v 是 一 个 国定 的 模 了 的 平方 非 剩 余 . 此 时 |G| = pt5, G' = (bP, dP), 
X m» 1, N] (G) = (aP, bP, dP) = Cpm-1 x C2, Z(G) S Cys-i x C3. 2$ m — 1, N 
&(G) S C2, Z(G) e C3. 

(J9) K x Cp, K = (a,b, d | aP" = b?" =d? = 1, [a,b] = dP, [d, a] = b/*d?, [d, b] = 
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1), 其 中 当 p >2 时 , 47 = 二 1 一 p2"t1l 满足 1<r< P HB. p 是 模 p 本 原 根 的 
最 小 正 整 数 ; 若 p —2, 8| j — 1. Æi |G| = pt, G' = (b^, d’), Z& m » 1, A 
$(G) = (aP, bP, dP) & Cpm-1 x C2, Z(G) = Cs: x C3. € m = 1, BJ 9(G) S C2, 
Z(G) = C3. 

2. G 无 交换 极 大 子 群 


本 节 的 定理 9.4.11 一 定理 9.4.15 总 假设 G 是 无 内 交换 极 大 子 群 且 无 交换 极 大 
子 群 的 As 群 . 

定理 9.4.11 设 G 的 所 有 极 大 子 群 是 A 群 且 它 的 每 个 极 大 子 群 均 为 二 元 生 
mj, 则 G 是 As 群 当 且 仅 当 C 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : 

(Ki) G EMR. 此 种 情形 下 , (Ho, 11,12) = (0,0,1 +p), 1(G) 2 1 +p +p’. 

(K1) (a,b | a" = 1,509 ^ ** = a» "^". [a,b] = aP), 其 中 p> 2,7,s,t 是 非 负 
X4 Br2lr-s23 此 时 |G| = p++, G' = (aP) S Cy, X s 2 3, RJ 
$(G) = (aP,bP) & My(r -2,r-- s--t — 1), Z(G) = (ar ,bP ) & Cpr x Cprtt+s-3, E 
s < 3, R] (G) = (aP, bP) & M, (r--t--2, r--s-1), Z(G) = (ap , b^) & Cprte-s X Cors. 
E r-1,Rjc(G)24. #r=2, 8] c(G) 23. $$ rT»52, M c(G) —2. 

(K2) (a,b | a^ = 1,092" = aq?" [a,b] = a7), Xp r,s,t 是 非 负 整数 
Rrz2,r4-s23. XB |G| = 227+sttt3 G! = (a?) S Cus, X s 2 3, A 
$(G) = (a,b?) S M»(r 4-2,r + s - t — 1), Z(G) = (a5,09) & Cor x Cortt+s-3, Æ 
s < 3, It] B(G) = (a?,0?) = Ma(r--t4-2,r--s—1), Z(G) = (a? ,b? ) & Co. 5x Cae. 
Xr-2,M964(G)23.220r2»2, MJ dG) —2. 

(Ki) G 非 亚 循环 . 此 种 情形 下 , p > 2, |G| = p°, (uo, pi, u2) = (0,0,1 + p), 
al(G) — pt p. 

(K3) (a,b;c | ap = bP = P = l1, [mb] 2 c, [e, b] = oe [o;a] = bre, 
[a, bP] = [a,b] = c?,|c, a7] = [c, 5] 2 [c,a] 2 |c,b] 2 1), p» 5,v 是 一 林 国 
定 的 模 万 的 平方 非 剩 余 , m,n 是 满足 (m — 1)? v^ (n - v)? s r(mod p) 的 最 小 正 
整数 ,了 —0,1,---,p— 1. 此 时 c(G) = 4, $(G) = G' = (aP,bP,c) S C, x C, x Cg, 
Z(G) = (c?) = Cp. 

= 
= [a,5?] = d lda] — [d,b] = 1). Air c(G) — 4, €(G) — G' = (a?,b3,c, d) & C3, 
Z(G) — (d) = Cs. 

(K5) (a,5;c,d | a? =b — c? 9 d? — 1, [n b] — c, [c 9] — a?d, [e,a] = b^?d, [a3, b] 
= [a,b?] = d,[d,a] = [d,b] = 1). 此 时 c(G) = 4, &€(G) = G' = (a3,b3,c,d) & C4, 
Z(G) = (d) = Cs. 

定理 9.4.12 ik G X p^ 阶 的 A 群 . 若 G 有 一 个 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 
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使 得 M' £ Z(G), N p > 5, n= 6, G 的 所 有 极 大 子 群 是 A 群 当 且 仅 当 G 是 下 列 
互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(L1) (z,m;a | zz = m” = a” = 1,[r, m] = a, |a, £] = £”, [a,m] =m-?); 其 中 
e(G) = 4, &(G) = G' = (a, xP, mP) & C2 x Cpa, Z(G) = (aP) S Cp 

(L2) (z, m;a | zP 2 m” = a” = 1,[r, m] = a, [a, z| = z?a?,[a, m] 2 m ?a"?), 
Xv v€F,. 此 时 ct(G) = 4, (G) = G' = (a, x?, m”) & 03 x Cpa, Z(G) = (aP) =S C. 

进一步 地 , (uo, p, u2) = (0,0, 1+ p), e1(G) = 3p? + p. 

定理 9.4.13 G JE Aa 群 , 它 的 所 有 极 大 子 群 是 A 群 且 存在 一 个 三 元 生成 
的 极 大 子 群 , 且 对 G 的 每 个 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 均 有 M' < Z(G). 则 d(G) = 2 
当 且 仅 当 G 同 构 于 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Mi) G' S Cpz. 此 种 情形 下 , (10,11, 2) = (0,0,1 十 p), ai(G) = p? + p°. 

(M1) la bela’ = 1,c* = a* — b*, [a, 0] — c, [c, a] — 1, [c, b] — 1). 此 时 [G| — 29, 
c(G) — 2, €(G) = (a?,0?, c) S C4 x C2, G' = (c), Z(G) = (c) € C4. 

(M2) (ab; c | a9 = b* — 1, e? = a*, [a,b] = c; [ca] = 1, [eb] = 1). 此 时 |G| — 29, 
c(G) = 2, &(G) = (a?,b?,c) & C4 x C$, G' = Z(G) = (c) S C4. 

(M3) (a,b;c | ar = b = 1,c = a” , [a,b] = c,[c,a] = 1, [eb] = c'P), 其 中 
p»2,te€Fs; 此 时 |G| =p", c(G) = 3, $(G) = (aP, bP, c) = Cy x C2, G' = (e), 
Z(G) = (P) S Cp 

(M4) (a,b; c | ap =b =1 cp 一 ap ， [a, 5] — c; [c,a] c5, [c b] — 1), 其 中 p> 2 
此 时 |G| = pf, c(G) = 3, (G) = (aP, bP, c) = Cpe x C2, G' = (6), Z(G) = (ap ) & Cp. 

(M5) (a,b;c | ap” = bP” = 1,c? = a", [a, b) = e,[e,a] = 1,[e,5] = 1), XT 
Zp—-2Hn28WBW,nz3. 此 时 |G = p?"*?, c(G) = 2, €(G) = (ap 加 ,cy S 
Cp» X Cpn-1 $ Cp, G' = (c), € n > 2, A) Z(G) = (a^, bP", c) & Cosi X Cpn-2 X Cp. 
£ n=2, N] Z(G) = (az o) & 6. 

(M6) (a, b;c| a” =b” = c = 1, [a,b] = c, [c, a] = œ, [c, b] = 1), XP p» 2. 此 
时 |G| = p°, c(G) —3, 9(G) = (aP,b?, c) Cy x C2, G' = (e), Z(G) = (e) = Cp- 

(M7) (a,b;c | a" = b” = è = 1,[a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b]] = 1), 其 中 当 p=2 
Hnz28B,nz3. 此 时 |G| = pt, c(G) = 2, 6(G) = (aP, bP, c) S Cansa X Cp2, 
G' = (c), Æ n > 2, R] Z(G) = (a",bP" c) S C2, , x Cpa. Æ n = 2, N) Z(G) & Cp. 

(M8) (a,b;c | ar™” = b” = 1,c? = a?",[a,b] = c,[c,a] = œ, [c,b] = 1), 其 中 
p»2,n2»2. XM |G| 2 p"**, c(G) = 3, &(G) = (aP,bP, c) & Cj» x C2, G' — lo); 
Z(G) = (a^) S Cs... 

(M9) (a,b;c | aP” = b? = 1,c? = b?” [a,b] = c, [c, a] = c^? [c,b] = 1), KP p > 2, 
n > 2, t EFi Xm G|-p"**, c(G) = 3, €(G) = (aP, bP, e) & Cpn-1 x Cg x Ops 
G' = (c), Z(G) = (om ,bP^) & Cpn-2 x Cp. 
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(M10) (a,b;c | a?" = 加 = c = 1,[a,b] = c, [c, a] = œ, [c,b] = 1), # F p > 2, 
n2. XH |G| = p***, c(G) — 3, D(C) = (a, P, c) & Cpi x Cy x €, G' = (o), 
Z(G) — lar P) ES kid 2 X C»: 

(M11) (a,b;c | a?" = p?" = 1,c? = a?" , [a,b] = c, [c,a] = 1,[c,b] = 1), 其 中 
n»mz2. 此 时 |@ 2 pm (G) = 2, &(G) = (aP, bP, c) & Op X Cm: X C, 
G' = (c), & m > 2, N] Z(G) = (a? , b? c) & Cy: x Cpm-2 x Cp. XX m = 2, XI 
Z(G) = (az b, c) & Cui x Cs. 

(M12) (a,b;c | az = p" ~ 1,0 = b?" [a,b] = c,[c, a] = 1,[c,b] = 1), 其 中 
n»1mz32. XN G|-p"'"'*.c(G) = 2, €(G) = (a*, bP e) S O,«-1 X Cpm x Cp, 
G' = (c), Z(G) = (a^, W^, c) = Cpn-2 x Coni x Cp. 

(M13) (a,b;c | a?" = b?" = c»' = 1, [a,b] = c, [ea] = [eb = IX Xv 
n»m2z2. 此 了 |G|-p"'"**.c(G) = 2, 9(G) = (a7, P, c) Oni X C5n-1 x Cg, 
G' = (c), 4 m > 2, B] Z(G) = (a? ,bP ,ce) & Cpn-2 x Cpm-2 x Cj. Æ m — 2, RI 
Z(G) = Os-2 x Gya. 

(Mii) c(G) = 3 且 G' = C2. 此 种 情形 下 , (uo, ii ua) = (0,0,14- p), o4(G) = 
pi + p. 

(M14) (a;b;c | a9 = b — c? — 1,[a,6] = c, [c; a] — 1, le, b] = a*). 此 时 GI — 28, 
$(G) = (a?,07,c) S C4 x C2, G' = (a*,c) , Z(G) = (a?) S O4. 

(M15) (a, bire, d | a* = b* =F = d? = 1,[a, b] = c; [ca] — d, le, 9| — 1, [d,a] = 
[d,b] = 1). 此 时 |G| = 28, (G) = (a?,0?,c, d) =S C$, G' = (c, d), Z(G) = (b2,d) =S 
C2. 

(M16) (a,b;c | a8 = bt = c? = 1, [a,b] = c, [c,a] = a*, [c, b] = 1). 此 时 |G| = 26, 
(G) = (a b”, c) S C4 x C2, G' = (a^,c), Z(G) = (a*,b?) S C2. 

(M17) (a,b;c | a?" = bt = c? = 1, [a,b] = c, [ea] = a?" , (e, b] = 1), 其 中 n>2. 
此 时 |G| = 27+, (G) = (a?,0?,c) S Cin x C2, G' = (a? ,c), Z(G) = (a*, b3) 2 
Con-1 X C3. 

(M18) (a,b; c | a?" = b = c? = 1, [a,b] = c, [ca] = b*, [c,b] = 1), $F n > 2. 此 
时 |G| = 2^*4, &(G) = (a?,b?, c) & Cosi x C4 x Ca, G' = (bt, c), Z(G) = (at, b3) & 
C2n-2 X C4. 

(M19) (a,b;c,d | a? = bt = c? = d? = 1, [a,b] = c, [c, a] = d, [c, b] = 1, [d,a] = 
[db] = 1), AP n» 2. at |G| = 27**, 6(G) = (a?,0?,c,d) S Cm- x C3, 

= le d}, Z(G) = (a*,0?, d) & Cm- x C2. 

(Miii) Gs € Cp E €(G"')Gs & C7?， 此 种 情形 下 , (uo, p1, u2) = (0,0,1 + p), 
a (G) = p? + 2p?. 
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(M20) (a,b;c | af — 59 — 1,c? — b*,[a,6] — e,[c, a] — a*,[c,b] — 1). bij 
IG| = 27, 6(G) = (a?,0?, c) & C2 x Cz, G' = (a*,c), Z(G) = (a*,c?) & C2. 

(M21) (a,b;c | aè = P = 1,c* = b*,[o,b] — c,[c;a] 9 1,|e b] — a*. 此 时 
IG| = 27, 6(G) = (a?,6?, c) = C2 x C2, G' = (a*,c), Z(G) = (a*,c?) & C32. 

(M22) (a,b;c | a” = b =1,¢ = a?" bP” [a,b] =p [6,8] = 1 be) = pP"), 其 
Tp22,s€Fj,1-4sg F7. 此 时 |G| = p, 9(G) = (ap, 加 ,ec) = Cp2 x Cpa x Cp, 
G' = (DP, c), Z(G) = (ap ,如 ) = C2. 

(M23) (a,b;c | a^ = t» =c = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c,b] = c'*a-t"), 其 中 
p > 2, t € F}, °? — 4t g (Fr). sat |G| = p', ®(G) = (aP,UP, c) =S Cpa x Cg x Cp, 
G' = (ap ,ec Z(G) = (ap ,cp) & C2. 

(M24) (a,b;c | a" = 0 = 1; [G0 = GP - bP” , [ca] = b.e = a"P^), x 
中 p> 2,v = 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , -vv 4 F2. Xm |G| = p, 
$(G) = (a?, b?, c) & Cj x Cpa x Cp, G' = (ap ^, c), Z(G) = (ap ,如 ) & C2. 

(M25) (a,b;c | a = b? = c = 1,[a,b] = c,[c, a] = L, [bc] = a^), X 
Tp»2,v—13X—^ B X84 p 的 平方 非 剩余 , -v g F2. sert |G| = p, 
$(G) = (aP, UP, c) = Cpa x Cj: x Cp, G' = (a^, c), Z(G) = (ap , c?) & C2. 

(M26) (a,b;c | a" — bP? =c = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [c, b] = c?b-? , [b^ ,a] = 
1), Xv p»2. 此 时 |G| = p", B(G) = (aP, bP, c) & Cpa x Cpa x Cp, G' = (b? ,0), 
Z(G) = (0,b? ) C2. 

(M27) (a,b;c | a” = b =c = 1, [a,b] = c, [c, a] = 1, [b,c] = b°), 其 中 p>2. 
此 时 |G| = p^, &(G) = (aP, bP, c) & Cp2 x Cj x Cp, G' = (bP, c), Z(G) = (P, 0) & 
Cs. | 

(M28) (b, b;c | a^^ = w^ = 1,[a,b] = cP = a”, [a,c] = °, [b,c] = 1), 
其 中 n > 2,v = 1 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p, e(G) = 
(aP bP, c) = Cpn x Cys x Cp, G' = (b? ,c), Z(G) = (a ,bP ) & Cus x Os. 

(M29) (a,b;c| az” = b? = 1, [a,b] = c, c? = aP" bP, [a, c] = b^, [b c] = 1), 
X p»2n»225-12., P, n 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 此 时 
IG] = p"+5, B(G) = (aP, bP, c) = Cj» x Cj x Cp, G' = (b,c), Z(G) = (a, bP) S 
Cpr-1 X Cy. 

(M30) (a,b; c | aT ge = = 1, [a,b] = c, [c, b] = 1, [c, a] = Pa~?” , [a"" , b| 
—-1) X'Pp»2,n»2. Wi |G| =p, 6(G) — (aP,bP, c) & C x Cy x Cy, 
G' = (a?" ,c), Z(G) = (a°, c?) & Cpn-1 x Cp. 

(M31) (a,b;c | a?" = b} = 1, [a,b] = c,c? = W^, [b,c] = 1, [a,c] = a), X 
P n>2. XB |G| = p"**, (G) = (aP, bP c) S Cp X Cg X Cp, G' = (aP , c), 
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Z(G) = (ap , c?) & Coni X Gp: 

(M32) (a,b;c | ar” = p Pl l, [a,b] = c, [b,c] = 1, [a,c] = a"), X 
Tn2»2. 此 时 |G| = p**5, (G) = (aP, bP,c) = Cpa x Cpa x Cp, G' = (aP, 0), 
Z(G) = (az , c?) & Cpr- X Gp. 

(M33) (a,b;c | aP" = bP? = c^ = 1, [a,b] = c, [c, b] = 1, [c, a] = ci?b-'*^, [b^ , a] = 
1), 其 中 p> 2, n > 2, °? +4t g F2. 此 时 |G = pt5, O(G) = (aP,bP,c) S 
Cpn-1 X Cpa x Cpa, G' = (b.c), Z(G) = (a? ,bP cP} & Cpn-2 x Cp x Cp. 

(M34) (a,b;c|aP" = b? =c = 1, Ja, b] = c, [c, b] = 1, [a, c] = b°), XP p> 2, 
n> 2, 7 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = pt3, 6(G) = (aP, bP, c) S 
Cpn-1 x Cy X Cp, G' = (9^, c), Z(G) = (aP ,bP , cP) = Cpn-2 x Cp x Dy. 

(Miv) 9(G") < Gs S C7. 此 种 情形 下 , (Ho, pi u2) = (0,0, 1+p), en (G) = p? p? 
除了 (M37) 一 (M39) 之 外 .， 

(M35) (bc | a* = bF = A — 1, [a; b] =G [c, à] = a^b*, [c, B] — at, [a4, b) = 1} X 
时 |G| = 27, &(G) = (a?, b^,c) & C3 xC, G' = (at, b4, c} & C3, Z(G) = (a*,b*) S C$, 
o1(G) = 18. | 

(M36) (a, bic | aP =*= 1, [a,b] = 6, [e, a] =e, [e, B5 a* — B9), Xd [G| — 2*, 
(G) = (a?,U0?,c) & C4 x C4 x O5, G' = (a*,c) & C4 x C2, Z(G) = (a*,c?) S C2, 
o1(G) — 18. 

(M37) (a,b;c| a” = ^ = c? = 1, [a,b] = c, [c, a] = aP”, |c, b] = P), X» p» 3. 
此 时 [G| — p°, B(G) = G' = (aP,bP,c) = C$, Z(G) = (aP, b^) = C2. 

(M38) (a,b;c| a” =b” = c? = 1, [a, b] = c, [c, a] = b", [e, b] = a? , [a , b] — 1), 
其 中 p > 2,v 二 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 使 得 -v g F2， 此 时 |G| = 
p', B(G)=(a?,b?,0 SCya x Cj X Cp, G'= (aP, b? c), Z(G) — (aP, bP) & Ca X Cn， 

(M39) (a,b;c | a = b = c? = 1,[a,b] = e,[c,a]^" = a? be ,|c, bj?" = 
a-"*'W', [a? b] = 1), $F p» 3, —r g (F5)?. 此 时 |G| = p", B(G) = (aP, bP, c) = 
C, x Cp x Cp, G' = (a? ,bP ,c), Z(G) = (aP, bP) & Cj x Cy. 

(M40) (a,b;c,d,e | a? = b? = P = dP — e? — 1,l[a,b| — cle, a] = d fc = 
e,[d,a] = [d,b] = [ea] = [eb] = 1), 其 中 p > 3， 此 时 |G| = pP, (G) = @ = 
(c, d, e) & C$, Z(G) — (d,e) & C2. 

(M41) (a,b;c | a = b = 1,[a,b] = c, [c,a] = c? = b, e, b] = a-"r pter"), 


其 中 p> 2,v = 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , sE Fp t 一 0,1,… ,2 


使 得 (tv)? —4v(s +1) € ps, 此 时 |G| = p’, €(G) = (aP,bP, c) S C, X Cs X Cp 
G' = (aP',c) & Cj) x Oy, Z(G) = (aP ,PP ) & C2. 
(M42) (a,b; c | ap 一 加 = L, [a,b] = 6, e, a] 2: F — b=?" [b c] = QZP ). 其 中 
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p>2,v= 二 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 , 此 时 |G| = p', 9(G) = (aP, b^, c) S 
Cy: X Oya x €, G' — (aP c) = Gya x Cp, Z(G) = (aP ,bP^) C2. 

(M43) (a,b;c | a” = 加 = c = 1, [a,b] = e,[c, a] = c?,[c,b] = a-"» ctv»), 
共 中 p > 2,v = 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 , t = 0,1,… P 使 得 
(tv)? — 4v g P. 此 时 |G| = p*, (G) = (aP, b?, c) ~ Cp X C, x C,, = la” c) > 
Cp2 x Cp, Z(G) = (aP, c?) S C2. 

(M44) (a, b; c, d | a” =b =P =@ =], [a,5] = e, [e, a] = b"P, le, b] — d, [d, à] = 
[db] = 1), 其 中 p> 2, v=1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 . 此 时 |G| = p6, 
T(G) = (aP,bP, c, d) & C5, G' = (b^, c, d) & C$, Z(G) = (aP, bP, d) & C$. 

(Mv) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M, 且 G/M' 是 引 理 9.3.1 中 
的 群 (4). 此 种 情形 下 , p > 5, |M'| = p, (Ho, H1, i2) = (0,0, 1 + p), aa(G) = 2p. 

(M45) (b, a1; a2, a3 | 好 = a^ = ab = a5 = 1, [a1, = a», [a2, b] — as, [a2, a1] 一 加 
(a3, 6] — &?, [a3,a1] 2 1). 此 时 |G| — p?, €(G) —G' = (a2, aa, 9) C$, Z(G) — (b^) &C,. 

(M46) (b,a1;a2,a3 | VP" = a? = ab = al = 1, [a1, b] = aa, [a2, b] = as, [a2,a1] = 
b'P, a3, b] = 0?, [a3,a1] = 1), 其 中 儿 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 . 此 时 |G| = p, 
$(G) = G' = (a5, as, bP) = C2, Z(G) — (b^) S Cp. 

(M47) (b,a1;a2,a3 | 如 = a? = ab = at — 1, [a1, b] = a», [a2, 0] = as, laza] = 
PP, [as, b] = b", [a3, a1] = 1), KP p = 1(mod 4), n 是 一 个 国定 的 模 了 的 平方 非 剩 
4. 此 时 |G| =p", O(G) = G' = (az, as, bP) = CÈ, Z(G) = (WP) = Cp. 

(M48) (b,a1;a2,a3 | bP = af = ab = a5 = 1, [a1,b] = az, [a2, b] = as, [a2,a1] = 
b"?. [as,b] = b”? , [az, a1] = 1), XP p = 1(mod 4), 7 是 一 个 固定 的 模 p 平方 非 剩 余 . 
此 时 |G| = 中 SG(G) = 0G = (uo,03, PP) & C$, Z(G) = (b?) = C,. 

(M49) (aiiazyaa | P — a4. = a5 = a5 = 1,[a1, b] = az, [a2, b] = as, [a2,a1] = 
aj, las, b] = a;*^, [a3, a1] = 1), XP v — 1, m 3& m, (m, n} X (F5)? Æ F; £89 
集 代 表 元 , 此 时 |G| = p*, 9€(G) = G' = (a2,a3, a5) & C$, Z(G) = (af) S C. 

(M50) (b,a1;a2,03,04 | b? = a? = a5 = a = a4 = l,[ai,b] — as, faz, b] = 
az, [a2,01] = a4, [aa, 6] = a4, [a3, a1] = [a4, a1] = [a4,5] = 1). 此 时 |G] = p?, 6(G) = 
G = (a2,03,04) = C$, Z(G) = (a4) = Cp- 

(Mvi) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 具有 [M'| 2 9 E G/M' 
是 引 理 9.3.1 的 群 (6). 此 种 情形 下 , (uo; H1, u2) = (0,0, 1 + p), ai(G) = 2p? + p. 

(M51) {b a äg | b?* = a? = a$ = 1,[a1, b] = a», [a2, a1] = 5^, fa,b)] = a1a3*), 
其 中 s=0,2. i} |G| 2 37, €(G) = (a2,aj, b?) & C3 x Ce x Co, G' = (ag,aj, b?) S 
C2 x Co, Z(G) = (a3, b?) & C2. 


(M52) (b,a1;a9 | à?" = a] = a9 = 1, [a,b] = az, [a2,a1] = b?a3, [oa b] = ai). 
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此 时 |G| = 37, (G) = (ag,aj, b?) = Ca x Ce x Co, G' = (ag,a3,09) S C$ x Os, 
Z(G) = (a3, b?) = C2. 

(Mvii) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 使 得 |M'| =p, p25.R 
G/M' 是 引 理 9.3.1 的 群 (6). 此 种 情形 下 , (o, i, y2) = (0,0,1+ p), aa(G) = 2p? +p. 

(M53) (b,a1;az | 如 = aP - a. = 1, [a1,b] = as,[a2,a1] = b^, [ag, 0] = 

aa) 其 中 n,n — 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 使 得 一 vi 不 是 一 个 平 
F, s = 21n, 2l 4-1, ,2-1z2 十 -— 此 时 |G| = p’, €(G) = (as, af, bP) S 
Cp2 x Cpa x Cp; G' = (a2,a?, 09^) = C2 x Cpa, Z(G) = (a5, bP") & C2. 

(M54) (b,a1;a9 | 如 = a? = a. = 1l,[a1,5] = a2, [a2,a1] = "NC , [a2, 5b] = 
aP), 其 中 ovv) = 1 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ,7 = 1,2,… p= 
得 r? - 4r, 不 是 一 个 平方 此 时 |G| = p7, 9(G) = (a2,a?, 0P) = Cya x Cpa x Cp, 
G' = (a2, a5, P) = C2 x Cy, Z(G) = (a5, b) & C2. | 

(Mviii) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 使 得 |M'|- p p23.R 
G/M' 是 引 理 9.3.1 的 群 (6). 此 种 情形 下 ， (Ho; H1, 2) = (0,0,1+p), 01(G) = 2p?. 

(M55) (b, a1; a | a? - a?” =1, = a? , [a1, b] = a2, [a2, a1] = a2, [az, b] = a¥P), 
其 中 tE Fp,v = 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p, e(G) = 
(a2, a4, b?) = Cpa x C2, G' = (a3, a1) SC x Cp, Z(G) = (a? pP" )&C, lk T p=3 
H»-—-1,45kp-—3 Bv -—-1, X t = O(mod p), 4 Z(G ) = (a5, 09) = C2, € 
t £ 0(mod p), 则 Z(G) = (a5, bP) & Cy. 

(M56) (b,a1;a2 | a? 一 ab. = p" = 1, [a,b] = as, [a2, a1] = 1, [a2, b] = @ do ), 
XvTm22,5p-38, ae a 5 时 , v=1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 
FAR, s= v, v +l, -v+ P. 此 时 |G| = p"**, 6(G) = (az, af, b^) & C, x 
Cpm-1 X Cpa, G' = (a2, a3) S Cp x Cpa, Æ m > 2, RJ Z(G) = (a?, br” ) € Cp X Cpm-2; 
# m=2, 则 Z(G) = (a5, 5^) « Cp. 

(M57) (b, ai1; a2 | a 一 "A = 1,5?" = a5, [a1, b] = az, [a2,a1] = 1, [a2, b] = ai^), 
X'Tm22,ÀZp-3H,v—-l Zp25H,v—13E—A-B X JR p 的 平方 非 
剩余 ， 此 时 |G| = p"**, $(G) = (as, af, bP) S Cpm x C2, G' = (a3, a3) = Cp x Cpa, 
Z(G) = (b^) & C... 

(Mix) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 44$ |M'| = 3, G/M' € 
As. 此 种 情形 下 , (Ho, Hi, u2) = (0,0,1-- p), Q1(G) = 2p*. 

(M58) (b,a1;a2 | a =a? = b? = 1, [a1, b] = az, [a2,a1] = b?5, ap B] = = a1 ?a?! 
其 中 s,t=1,2. 此 时 |G| = 37, (G) = (a2,a2, 59) & C4 x Co x Cs, G' = (ao, a3, 09) 
Ce x C3 x C3, Z(G) = (a3, b} = C4 x Cs. 


^ 
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(Mx) c(G) = 4, G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 使 得 |M'| =p, p25 8 
G/M' € As. 此 种 情形 下 , (uo, 1, i2) = (0,0, 1 + p), aa(G) = 2p*. 

(M59) b, 01; a2, a3 | pP = a? = 5 = d$ = L, [d1, b] = da, toy] — 09, fag, 5] — 
az, [a3, b] = aj, [as,a1] = 1), XP p 2 5,v —1 或 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ， 
t= ti t9,* ,tsp_1); AP trta- tp- X (Ez)* 4 FX SAXA Jm 
IG| = p, 9(G) = " (a2, a3, a5, bP) = C$, Z(G) + (at, b^) = C7. 

定理 9.4.14 设 G 是 As 群 , 它 的 所 有 极 大 子 群 是 A 群 且 存 在 三 元 生成 的 
极 大 子 群 , 且 对 每 个 三 元 生成 的 极 大 子 群 M 均 有 M' < Z(G). 则 d(G) =3 3 B4x 
当 G 是 下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 . 

(Ni) $(G) « Z(G). 此 种 情形 下 , (Ho, 441,42)=(0,0,1+p+p?), o4 (G) 2 p* -p?-p?. 

(N1) (a,b, c|aP" =b? =c —1, [b,c] =a”, [c, a] =c”, [a,b] =P), Xp p 是 奇 素 
X. 此 时 IG|— p", G' = (a? bP, c?) d Z(G) — (aP, bP, cn) & C, x C5 x Cp. 

(N2) (a,b,c;d | a = w^ = c = zb des = Ulab = 
c^, [d,a] = [d,b] = [d;c] = 1), K' p ied v 二 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 
平方 非 剩 余 使 得 -v g (FL). 此 时 |G| = p', B(G) = Z(G) = (a?,b?, P, d) S Ch, 
G' = (b, cP, d) & C$. 

(N3) (a, b, c; d | a” =b = P Lgs], [b. c] = d, [c;a] tT = DPE ab tr — 
b?cP, [d, a] = [d,b] = [d,c] = 1), 其 中 p FRK, -r € Fp 不 是 平方 . 此 时 |G| = 
$(G) = Z(G) = (aP,bP, cP, d) S C G' = (P, œ, d) S C$. 

(NA) (a, b,c | a9 — b* — c* — 1, [b, c] — a*,[e, a] — c?, [a,b] 2 b?). 此 时 |G| — 2", 
G' = (a*, 2, c?) = C3, &(G) = Z(G) = (a2, 02, c?) & C4 x C2 x Cs. 

(NS) (a, biad | at = b* = a 5 d* —1, fb, d — d, [e a] = 59, [a 0] = Der [d.a] — 
[d, b] = sbr 1)， 此 时 |G| = 27, 6(G) = Z(G) = (a°, b, c,d) S C$, G' = 
(92, e d) & 


(Nii) B(G) £ Z(G), Z(G) £ 9(G). 此 种 情形 下 , (uo, i, u2) = (0,0,1 + p + p°), 
aœ (G) = p? D 
(N6) (a,b, | az” = g? 一 |, p Lp , [a,b] = aP, [r,a] = [z, 0$] = 1) = 


(a,b) x (x), AF $ p-285,r22, 8p238H5,r21.t20,0€s«2,r-s22. 
此 时 IG] = qp Thee $(G) = 一 (aP, bP) = Crea X Cpr+s-1, G — (aP) > C 
Z(G) = (a? bP ,x) & Cprtt X Cprts-2 X Cp. 

(NT) (a,b,z | a” = = 1,z? = a” [a,b] = aP, [z,a] = [r,b] = 1), 其 中 
p 之 3, t 之 0. 此 时 IG| 一 ptt7, $(G) = (aP, bP) Es Cpt+2 X Us, G" = (aP) = Ga, 
Z(G) = (a? ,如 ,z) & Cj x C2. 

(N8) (a,b, |ar =1,b = z? = a” , [a,b] = aP”, [x,a] = [z,b] 2 1), $F p 2 3. 
些 时 |G|= p°, &(G) = (aP, b?) & C, x O5, G' = (aP) = C53, Z(G) = (x) S Cg. 
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(N9) (a,b,z;c|ar = b?" = c? = z? = 1, [a,b] = c, |c, a] = bP, [c, b] =ar, [r, a] — 
[r,b] = 1) = (a, ` x (r) 其 中 Dp 之 5, v 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 
[G| = p°, B(G) = G' = (aP,bP,c) = C$, Z(G) = (aP, bP, z) & C$. 

(N10) (a,b, z;c | ap = bP = P = r = 1, [a,b] = c, [ca] = a Po, m Bl 
a^?,[r,a] = [z,b] 2 1) = (a,b) x (z), AFP p 2 5,4l = p?*1—1,7— 1,2, «s 30-1), 
p 是 模 p 本 原 根 的 最 小 正 整 数 ， 此 时 |G| = p, B(G) = G' = (a^, i^o) = C3, 
Z(G) = (aP,bP,) S C$. 

(N11) (a,b,2;c | à? =P — e? — z? — 1, [a, 9] — e, [e, a] 5 6^9, [e, B] 9 a, [a9, 5| — 
[5, d] = [z,b] — 1) — (ab) x (uz). a G — 39, &(G) — G' = 15.9 = C3, 
Z(G) = (a,b, z) = C3. 

(N12) ahe | a* 5 D^ 2 & laI ab - cea] = 0 eb — 

a ?,[r,a] = [z, b] = 1) = (a,b) x (zx). 3&9 |G| = 39, &$(G) = G' = (a3, b3, o) S C3, 
Z(G) = (a,b, z) S C3. 

(Nii) Z(G) < 9(G) E G 至 少 有 两 个 三 元 生成 的 极 大 子 群 . 此 种 情形 下 ， 
仅 对 于 群 (N24) 有 c(G) = 2， 对 其 他 的 群 均 有 c(G) = 3. 另外， 除了 群 (N14)， 
(N18) 和 (N22) 一 (N24) 之 外 , (Lo, pi, i2) = (0,0,1 十 p 十 Pp?) E o4(G) = p? +p’. 

(N13) (a,b | a — b* — 2* — = 时 
IG| = 29, &(G) = (a2,82) & Ca x Ca, G' = (a2) & C4, Z(G) = (a4,?) = C2, 
(Ho; H1, 2) = (0,0, 7), o1(G) = 12. 

(N14) (a,b, z | aè =b8 = z?— 1, [a,b] =a ?, [, a] 2 b^, [m,b] =at). 此 时 |G| = 
&(G) — (a, b?) &C4 x C4, G' — (a2, b &C4xCs, Z(G) — (a4, b) &C4xC5, a1 (G) = 14. 

(N15) (2,05, z | a* — P? — z? — Lla b] — a^?,[r,a] — a*b^,[m, 0] — 1). e 
IG| = 27, &(G) = (a2,0?) = C4 x C4, G' = (a2,0^) & C4 x C2, Z(G) = (a,b?) = 
Q5 Ca, on) = 

(N16) (a,b,z | a9 — z? — 1,56* — a*,[a, b] — a^?,|z,a] — a*,[r,b] — 1). X6 
|G| = 28, (G) = (a*, b?) S C4 x Cs, G' = (a?) S C4, Z(G) = (b?) S C4. 


(N17) (anb manas | d] = 45 — a — DP — x? — 1, [at] = = az, [a2, b] = [r,a1] = 


ag,[as,5] = L, [zb] = [ana] = 1), AFP »3,1s€ 4j «3. XN |G| = p, 
$(G) Fes (a2, a3) = C2, Z(G) = laz) = Cp- 
(N18) (a1, b, £; a2 | af = ab = p pP = 1, [a1, b] = az, |a2,b| 一 [z, a1] — 


z?, [a2, a1] = [a2,z] = [z, 5] = 1), XP p»2. 此 时 |G| = p”, S(G) = G' = (ao, x?) S 
p Z(G) = (z^) S Cp. 

(N19) (a1,5,2;a2 | a? = a£ = b? = z?' = 1, [a,b] = as, [a2, b] = z?, [r, a1] 

bP [aza] = [ag,z] = [z,b] = 1), AP p> 2 此 时 |G| = pf, (GO) = G' = 
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(a2, 2P, bP} = C3, Z(G) = (bP, zP) & Cp x Cp, œ (G) = p? -- 2p? — p. 

(N20) (a1,b,2;a2 | a? = ab = b = z? = 1,[a1,b] = az, [a2,b] = [m,a] 
bP, [a2, a1] = [a2, 2] = [z,6] = 1), Æ F p> 2. 此 时 |G|= p?, &(G) = G' = (az, bP) 
C2. Z(G) = (br) =C 

(N21) (a1,5,2;a2 | a? = üh = P g9- 1.25] - a3,[a3, b] — a^, [xai] — 
al [a2,a1] = [a2, £] = [x,b] = 1), # F p > 2, v —1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 
剩余 . 此 时 |G] = p, &(G) = G' = (az, a?) = C2, Z(G) = (af) = Cp. 

(N22) (ar, b, tyas | a] = a3 = z? — 1,0? = a$, [a1, b] = a», [a2, b] = a1 5, [r, a1] = 
aj,[ao,a1] = "X 区 下 = 1) Jat |G] = 3*, €(G) = G' = lana) & C3, 

Z(G) = (ai) 
(N23) (a, M | a” 一 加 =P =], [a, b] = a”, [z b] = [5a] = pP" akp’), 其 
中 p> 2,v = 1 或 是 一 个 国定 的 模 p 的 平方 非 剩余 ,0 < 大 区 L 使 得 +A 
不 是 平方 . 此 时 |G| = p", ®(G) = (aP, bP) = C, x Cp, G' = (a, r ) 8 Ca X On 
Z(G) = (a? ,bP ) = CÈ, (uo, ui, ua) = (0,0,1 +p + ?), aa(G) = p? + 2p°. 

(N24) (a,b,z | a” = b = a? = 1, [a,b] = aP,[r,b] = 1,|z,a] = b^), 其 中 
p»2. 此 时 |G| = p", &(G) = (aP,bP) = Cpa x Co G' = (aP, bP) & Cpa x Cp, 
Z(G) = (a? ,bP*) = C2, (uo, ui, H2) = (0,0, 1+ p + p°), e1(G) = p? +2p°. 

(N25) (a,b, x | aP” = = z? = 1, [a,b] = aP, [r, b] = aP bp [ea] 2 1), 其 中 
p>2,t>1. 此 时 |G| = p'*7, &(G) = (aP, b?) & Cpa x Cy, G' = (aP bP ) = Ca X 
Cp, Z(G) = (如 ,bP*) & Cp x Cyr, (Ho, H1, 12) = (0,0,1 +p+p°), ai (G) = p? - 2p?. 

(N26) (a, b, x | ap =b = gP = 1, [a,b] = ap ， [r,a] — bP” , [z, b 21), 其 中 
t 2.0. 此 时 |G| = p'*5, &(G) = (a?,b?) & Cpa x Cpets, G' = (aP? bP’) = Cpa x Cp, 
Z(G) = (oz ,加 ) = Cp x Cyr, (Ho, H1, H2) = (0,0,1- p + p°), aa(G) = p? + 2p?. 

(Niv) Z(G) < 9(G) L G 有 唯一 的 三 元 生成 的 极 大 子 群 。 此 种 情形 下 , c(G) = 
3, (Ho, 13, H2) = (0,0,1+p+p), aai(G) = 2p?. 

(N27) (a,b,d | a" = bP’ = dP = 1,[a,b] = a?" ,[d,a] = tp,[d,b] = 1), 其 中 
p»2,m22. 此 时 IG| = = pH. (G) = (aP, b?) & Cpm x Cp, G' = (aP" bP) S 
Cj x Cp, Z(G) = (a) & Cuni. 

(N28) (a, b, d | a? 三 村 三 太一 1,[a,5b] — a?,|d,a] = b?,[d, b] — a"), 其 中 
D > 2,v 二 1 或 是 一 个 固定 的 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 此 时 |G| = p°, (G) = Œ = 
(aP bP) & C, x Cj, Z(G) = (a?) & Cp. 

定理 9.4.45 i G 是 无 交换 极 大 子 群 的 As Æ. 则 d(G) = 4 当 且 仅 当 G 是 
下 列 互 不 同 构 的 群 之 一 : | 

(Oi) G' = Cp A c(G) = 2. 此 种 情形 下 , 9$(G) = Z(G) = G', (uo, ui, ua) = 


i Il 


=x C 
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(0,0,1 +p +p? - p?), ea(G) = p? t p*. 

(O1) Ds * Qa. 

(O2) Qs * Qg. 

(03) Mp(1, 1, 1) * M; (2, 1), 其 中 p> 2. 
(04) M,(1, 1, 1) «Mj (1,1, 1), XP p» 2. 
(Oii) G' S Cs B. er) = 2. 
(05) (a, b.c, d | a* = b^ = 二 [可 s 
a?, [a, d] = a?, [b, d] = a?b?, [c,d] — 1). 此 时 |G| = 26, (G) = Z(G) = G' = (2,02) S 
C2, G 的 任意 两 个 非 交换 元 生成 M2(2,2). (uo, ui, 2) = (0,0,15), o1 (G) = 30. 

(Oiii) G' & C3 且 c(G) = 2. | 

(O6) G = K x (a4), K = (a1,02,a3 | a] = a$ = a$ = 1, [a1, a2] = aż, [a1, a3] = 
a2a3, [az, a3] = aia2, [a2, a2] = [a2, a1] = 1), (a4) & Ca. Hent |G| = 27, &(G) = G' = 
(a?,a2, a2), Z(G) = (a?,a2, a2, a4) = C$, (uo; p, #2) = (0,0, 15), o4 (G)'= 30. 


9.5 As 群 分 类 的 某 些 应 用 


利用 As 群 的 分 类 , 某 些 新 的 结论 被 发 现 和 证 明 . 有 些 结论 需 利 用 A 群 分 类 
的 结论 证 明 . 有 些 则 是 通过 观察 .4s 群 的 分 类 得 到 结论 , 然后 给 出 不 依赖 于 As TE 
分 类 的 证 明 . 本 节 列 举 者 干 . 

首先 由 表 9.2 即 得 下 列 的 定理 . 

定理 9.5.1 设 G 是 As 群 . RO] p? < o1(G) € p! -- p? -- p? - p 且 下 列 结论 成 立 . 

(1) # ai(G) = p°, N) d(G) =2,c(G)=4 且 G 有 交换 极 大 子 群 , 而 G 的 非 交 
换 子 群 均 二 元 生成 ; | 

(2) € aa(G) 2 p* + p? - p? - p, N) p — 2, c(G) —2, d(G) — 4 E G = K x Ca, 
K 是 最 小 的 Suzuki 2 8E; 

(3) # p > 2, 则 ai(G) < p! - p? - p^; 

(4) # d(G) = 2, 则 o4(G) < p? - 2p? + p; 

(5) # d(G)—2 E. o1(G) & p? -2p? - p, N) p=2 E. G 是 定理 9.4.13 中 的 群 (M35); 

(6) à d(G) > 3, M o4(G) » 2p? — 1. 

定理 9.5.1 的 直接 结果 是 下 面 的 定理 . 

定理 9.5.2 设 G 是 有 限 非 交 换 p 群 . 则 

(1) 若 ai(G) < p?, N) G E Ai, AP t=1 X 2; 

(2) Æ o1(G) > pt +p? +p +p, N) G € An ŽP t4. 

定理 9.5.3 设 G 是 有 限 p 群 . 则 G 的 非 交 换 子 群 都 二 元 生成 当 且 仅 当 G 的 
Ao 子 群 都 二 元 生成 . 
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表 9.1 As 群 中 指数 为 p 的 Ao. Ai, A2 子 群 的 个 数 


(Mo, Mi, M2) 
(1, p= m 1) 
(p + 1, p? P 1) 


(p--1, p? — p, p) 
(1, p? — 1, p4 1) 


(1, p?, p) 


(1, p? 4-p— 1, 1) 


(1, p? --p- 2, 2) 
(1, p? — P; 2p) 


(0, p, 1) 

(0, p— 1, 2) 
(0, p?, pæ 1) 
(0, p? +p, 1) 


(0, p? ki 2p + 1) 


(0, p? — 1, p -2) 
(0, p^ -- 1, p) 

(0, 1, p) 

(0, 1, p? 4- p) 

(1, 0, p) 

(p4- 1, 0, p?) 

(1, 0, p? 4- p) 
(p+ 1, 0, p? +p’) 
(1, 0, p? -- p? +p) 
(0, 0, p+ 1) 

(0, 0, p? -- p4- 1) 
(0, 0, p? -- p? -- p 4- 1) 


对 应 的 A3 TE 
(A1)-(A6) 
(B1); (B2) 其 中 m =n = 1; (B3) HF n = 1; 
(B4); (B5) 其 中 n=1 
(B2) 其 中 m>1=n 或 n>1=m; 
(B3) 其 中 n>1;(B5) 其 中 n>1 
(B6); (B9); (B11); (B13) 其 中 p=2 且 m=1=1 
(B17) 其 中 1= 1; (B19) 其 中 p=2 且 m=7=1 
(B7) 其 中 1 > 1; (B10); (B12) 其 中 1> 1; 
(B13) 其 中 m= 1 H. l> 1; (B14) Xf n Æ m;(B16); 
(B18) 其 中 m=1; (B19) 其 中 p>2 且 m=1 
(B19) Xipz3Hizisam 
(B7) 其 中 ! = 1; (B12) 其 中 l= 1; 
(B13) K'P p>2 H m=l1=1 
(B14) EFP n= m = 1 H p= 2; (B20) 
(B8) 其 中 1 二 1 
(B8) 其 中 1» 1; (B13) 其 中 m = 2; 
(B14) 其 中 n = m = 2; (B15); (B17) Xt 1» 1; 
(B18) X'F m = 2; (B19) 其 中 m=2 
(C1)—(C6), (C8),(C9), (C11), (C15)—(C17) 
(C7), (C10), (C12)—(C14) 
(D1),(D4), (D6)—(D10), (D12)—(D14), (D16) 
(D2) 其 中 —v g (F*»)?;(D3) 其 中 —r g (F7)?; 
(D5); (D11) 其 中 —v g (F2)?; 
(D2) 其 中 —v € (F*)?; (D3) 其 中 —v € (F7)?; 
(D11) 其 中 —v € (F*)?; (D15) 
(D17),(D18) 
(D19) 
(E1)—(E7) 
(E8)—(E10) 
(F1)—(F8); (G1)—(G12) 
(H1)—(H3) 
(H4)—(H10), (I1)—(I11) 
(J1)—(J5) 
(J6)—1(J9) 
(K1)—(K5); (L1),(L2); (M1)—(M59) 
(N1)—(N28) 
(O1)—(0O6) 
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p? +p? 十 万 
p 十 22 —p 
p3 +2p?—1 


p? 十 2p? 


p? t 2p* t p 
p? + 3p? | 
2p? p? — p 


2p? + 2p? — p 


p* 


p*-4 p? 
ptor 
p* + p? 
pt +p? +p’ 
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表 9.2 As 群 中 A 子 群 的 个 数 


对 应 的 As 群 G 
(F1)—(F8) 
(E1), (E3)—(E7) 
(A1)—(A6) 
(C1)—(C96), (C8)—(C9), (C11), (C15), (C17), (K3)—(K5) 
(K1)—(K2) 
(C16) 
(B1), (B2) K'f n = m = 1, (B3) K'? n = 1, (B4), (B5) $F n = 1 
(M45)—(M50), (M55)—(M59), (N27),(N28) 
(B7) 其 中 1 = 1 (B12) 其 中 1=1, (B13) 其 中 p>2 且 1=m = 
(B14) 其 中 n=m=1 H p = 2, (B20), (C7), (C10), igo! 5 
(D2) 其 中 —v g (F*)?;(D3) 其 中 —r g (F2)?; (D5); 
(D11) 其 中 —v g (F2)?; (M51) 一 (M54) 


(D19) 

(B8) 其 中 1=1 

(L1), (L2) 

(G1)—(G12), (I1)—(I9) 
(E2), (E8) 


(B2) HF} m >1=n BÈ n >1= mnm, (B3) Kt! nz2, (B5) KE n >22 
(B7) 其 中 1 > 2, (B10), (B12) 其 中 1 学 2, (B13) ## 122 H m=1 
(B14) 其 中 m z n, (B16), (B18) $} m = 1, (B19) EFP m=1 H p>2 
(B19) 其 中 p=2, m = 1 E. l > 1, (110), (111), (M1)—(M19) 
(M37)—(M40), (M47), (N6)—(N13), (N16)—(N18), (N20)—(N22) 
(M36) 

(N14), (N15), (N19) 

(B6), (B9), (B11), (B13) 其 中 p=2 且 1=m=1; 

(B17) 其 中 1=1, (B19) 其 中 p=2 且 1=m=1 

(D1),(D4), (D6)—(D10), (D12)—(D14), (D16), 

(M20)— (M34), (M41)—(M43), (N23)— (N26) 

(M35) 

(D17), (D18) 

(B8) 其 中 1 > 2, (B13) 其 中 m = 2, (B14) EP m=n=2 

(B15), (B17) Xf 1 2 2, (B18) 其 中 m = 2, (B19) Kr m —2 
(D2) 其 中 一 v E€ (F5)?; (D3) 其 中 一 > € (P5)*; (D11) 

其 中 一 vy € (F2)*; (D15) 

(H1)—(H3), (J1)—(J5) 

(0O1)—(04) 

(E9), (E10) 

(H4)—(H10), (J6)—1(J9) 

(N1)—(N5), (O6) 


pt +p3+p?+p (O5) 
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证 明  — 显然 . 

——: 不 妨 设 Ge An, 其 中 +t> 3. 对 t 归纳. 若 t=3, 则 Ge.43. 于 是 G 的 
非 交 换 真子 群 只 能 是 A 群 或 A 群 . 而 A 群 均 是 二 元 生成 的 , 由 假设 得 G 的 非 
交换 真子 群 均 二 元 生成 . 这 样 的 群 是 被 文献 [193] 分 类 , 由 文献 [193] 的 主要 定理 
可 知 , G 也 是 二 元 生成 的 . 故 当 上 = 3 时 结论 成 立 ; BEX k < t 时 结论 成 立 . 设 
H Æ G 的 非 交换 真子 群 . 因为 Ge An X H € Au, AM k « t. 由 归纳 假设 知 ， 
d(H) = 2. 于 是 G 的 非 交 换 真子 群 都 二 元 生成 . 再 由 文献 [193] 的 主要 定理 可 知 ， 
G 也 二 元 生成 . 口 

Berkovich 和 张 勤 海 在 文献 [36] 利用 Az 子 群 给 出 亚 循环 p 群 的 一 个 等 价 条 件 . 

定理 9.5.4 设 G 是 有 限 p 群 . 则 G 亚 循 环 当 且 仅 当 G 的 A» 子 群 均 亚 循 环 . 

由 A: 群 的 定义 可 知 , 它 的 非 交 换 真 子 群 只 能 是 A 群 且 是 极 大 子 群 . 于 是 A 
群 的 任意 两 个 A 子 群生 成 的 群 只 能 是 LAS 群 自 身 . 一 个 自然 的 问题 是 : 任意 两 个 
Ai 子 群生 成 的 群 只 能 是 A: 子 群 的 有 限 p 群 是 什么 样 呢 ? 为 方便 , 这 样 的 群 称 为 
P, 群 . 检查 A. 群 的 群 表 易 知 , 每 个 A 群 都 可 由 其 某 两 个 A 子 群 生成 . 注意 到 
P, 群 的 子 群 也 是 P。 群 . 故 Po PRA A, TE. TE Pa 群 只 能 是 A 群 。 由 于 
As 群 有 222 个 互 不 同 构 的 类 型 , 对 其 逐个 检验 是 一 项 繁杂 的 工作 . 下 面 给 出 Po HE 
是 A: 群 的 不 依赖 于 查 表 的 理论 证 明 . 

先 证 两 个 引 理 . 

引 理 9.5.5 设 G 是 有 内 交换 极 大 子 群 的 As E. 则 G 不 是 Po RE. 

证 明 设 豆 为 G 的 一 个 内 交换 极 大 子 群 由 定理 1.7.3 可 知 , G 可 有 其 内 交 
换 子 群生 成 . 故 G 中 必 存 在 ATE K 使 得 K 4H. 于 是 (H,K) = Ge As. 故 
G 不 是 P. t. D 

39 9.46 ik G 是 无 内 交换 极 大 子 群 的 As 群 且 满足 性 质 Pa. 则 对 于 G 的 
任意 A EHRÉ HU H 2 9(G). 

证 明 ”只 需要 证 G/H 初等 交换 即 可 . 由 G 是 无 内 交换 极 大 子 群 的 A. 群 可 
f. H 为 G 的 二 极 大 子 群 . 于 是 |G/H| = p. 车 G/H = Cp, 由 对 应 定理 可 得 , G 
中 只 存在 一 个 包含 H 的 极 大 子 群 M. 取 G 的 一 个 不 含 于 M 中 的 A 子 群 K. 于 
是 (H, K) 也 为 包含 H 的 极 大 子 群 . 矛盾 . 于 是 G/H 初等 交换 . 口 

定理 9.5.7 G 是 Po 群 当 且 仅 当 G 是 .42 群 . 

证 明 <: 显然 . 

=>: 设 G 为 极 小 阶 反 例 . 则 G 是 A 群 , 其 中 n> 3. 于 是 G 中 存在 As TEF, 
记 为 H. 由 于 Po 群 的 子 群 是 Pa HE, 则 五 也 为 反例 . 又 由 G 的 极 小 性 得 H =G. 
于 是 只 需 证 As, 群 不 是 Po 群 即 可 . 

E G 是 有 内 交换 极 大 子 群 的 As HE, 由 引 理 9.5.5 可 得 G 不 是 Pa 群 . 不 妨 设 
G 是 无 内 交换 极 大 子 群 的 A SE. 下 证 G 不 是 Po RE. 


: 312 - 第 9 章 Ci 群 和 .4 群 


di d(G) = 2, 则 对 于 G 的 任意 A TF H, 由 |G/H| = |G/9(G)| = p? 及 引 理 
9.5.6 可 得 9(G) = H. 这 与 定理 1.7.3 FA. 

di d(G) = 3, WHF G 的 任意 A TE M, 不 难 证 明 , B(M) 为 M 的 所 有 
Ai 子 群 的 交 ， 由 此 及 引 理 9.5.6 可 得 B(M) > 9(G). 进而 (M) = 9(G). 于 是 
IM/B(M)| = p?. ZRA G 的 的 hz 子 群 M 都 为 二 元 生成 ， 由 定理 9.5.3 可 得 
d(G) = 2, FAF d(G) = 3. 

车 d(G) = 4, 不 妨 设 G = (a,b,c,d) H. [a,b] zz 1. FUE G 总 可 由 它 的 两 个 A 
子 群生 成 , 从 而 G 不 是 Po SE. 结论 由 此 得 证 . 

若 [c,d] #1, M) G = (a,b),(e,d)). Æ [c,d] = 1 H a,b € Calle, d)), * e = ca 
E dı = db. 则 [ci,di] = [a,b] Z 1. FÆ G = (a,b), (ac, ba)). # led —1, H 
a,b € Ca((c,d)), 不 妨 设 [a,c] #1. 再 令 di = da. 则 [cd] = [ca Z 1. T 
G = ((a,b), (ad, c)). 由 此 可 知 , G 总 可 由 它 的 两 个 A THER. [] 

对 于 t > 1, H A 的 定义 可 知 , A 群 至 少 含有 一 个 A 子 群 ,i € (1,2, t1} 
特别 地 , 者 G 是 A SF, 则 G 的 指数 为 pt 的 子 群 必 是 40o-, Ar, e, Ar 子 群 之 
—,0xkcxt. 于 是 非 交 换 p 群 的 结构 基本 上 依赖 于 它 的 A; 子 群 的 结构 . 自然 地 ， 
考虑 A; 子 群 之 间 的 相互 关系 来 描述 A 群 的 结构 . 张丽华 等 在 文献 [204] 引进 了 
下 述 概念 : 称 A 群 满足 链条 件 , 若 它 的 所 有 A 子 群 都 包含 在 某 个 Ai TEP, 
XK'rBie1(0,1,2,-..,£t—1]). 他们 在 文献 [204] 利用 链条 件 给 出 了 A 群 是 通常 亚 循 
环 群 的 一 个 等 价 条 件 . 利用 A 群 的 分 类 , 该 结果 可 被 改进 如 下 . 

定理 9.5.8 设 G 是 Ai 群 ,其 中 t>3. 则 下 列 条 件 等 价 . 

(1) G 满足 链条 件 ; 

(2) G 的 A2 子 群 都 满足 链条 件 ; 

(3) G 的 指数 为 pE 的 子 群 都 为 G 的 Ak 子 群 ,其 中 0<k<t; 

(4) G 为 通常 亚 循环 p 8E. 

WERA — (1) «— (3): 由 [204] 中 的 引 理 3.1 可 得 . 

(3) = (2): 显然 . 

(2) — (3): 设 Ge As 其 中 t+t> 3. 注意 到 条 件 是 子 遗 传 的 , 对 t 进行 归纳 . 
当 t = 3 时 , Jl] G 中 存在 极 大 子 群 M € A: 车 G 有 极 大 子 群 Mi € Ao 或 A, 
则 M nN Mi 是 M 的 交换 极 大 子 群 . 然而 , 由 (2) 可 知 , M 没有 交换 极 大 子 群 . P 
E. 故 G 的 极 大 子 群 都 为 A TE. 从 而 G 满足 链条 件 . 故 结论 对 t = 3 成 立 . X 
t > 4， 由 归纳 假设 , 只 需 证 G 的 极 大 子 群 均 为 Au a TE EB, 则 G 有 极 大 子 
群 M 是 AA, 群 ,其 中 上 <t-1, 另 一 方面 G 有 极 大 子 群 Mo 是 Ai_1 群 . 由 归纳 
假设 , Mo 满足 链条 件 . FEA MNM <M H MN Mo < Mo. 因为 M E€ Ak, W 
MN Mo E A, 其 中 s<k—1. 从 而 s<t-2. 这 说 明 M 有 极 大 子 群 是 A HE, B 
Mo 不 满足 链条 件 . 与 Mo 满足 链条 件 矛 盾 . 
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(4) = (1): 由 [204 中 的 引 理 3.4 可 得 . 

(1) 二 > (4): 对 t 进行 归纳 . 

当 +t=3 Bf, 由 (1) 可 知 , G 的 极 大 子 群 只 能 是 A: TE. 由 As 群 的 分 类 可 知 ， 
G 只 能 是 定理 9.4.11 的 (K) 型 群 , 定理 9.4.12 的 (L) 型 群 , 定理 9.4.13 的 (M) 型 
群 , 定理 9.4.14 的 (N) 型 群 或 者 定理 9.4.15 的 (0) 型 群 之 一 . 

因为 (M) 型 群 都 是 二 元 生成 的 , 故 其 Frattini 子 群 为 其 二 极 大 子 群 . 由 A E 
表 易 得 (M) 型 群 的 Frattini 子 群 都 交换 , 故 不 满足 链条 件 . 从 而 G 不 是 (M) 型 群 . 

由 As 群 表 易 知 , (L) 型 群 、(N) 型 群 和 (0) 型 群 都 存在 极 大 子 群 M 使 得 M 
是 三 元 生成 的 A HE. 又 M 满足 链条 件 , 从 而 M 无 交换 极 大 子 群 . 由 定理 9.3.1 
可 知 , M 同 构 于 定理 9.3.1 中 的 群 (22). 故 |M| = 29. 于 是 |G| = 27. 因为 (L) 型 
FEF p > 5, 故 G 不 是 (L) 型 群 . 27 Br (0) 型 群 为 定理 9.4.15 中 的 群 (06). 而 群 
(O6) 中 有 A: 子 群 同 构 于 H x Co, 其 中 H € Ai. 而 H x Cs 有 交换 极 大 子 群 , 故 群 
(06) 不 满足 链条 件 . 从 而 G 不 是 (0) 型 群 . 27 Bp (N) 型 群 只 能 是 定理 9.4.14 中 的 
群 (N4) 一 (N6), (N14) 和 (N15). 其 中 群 (N4) 和 (N5) 的 中 心 为 24 Br, 故 存在 25 阶 
的 交换 子 群 , GERE (NA) 和 (N5) 不 满足 链条 件 . 当 G 为 群 (N6) 时 , Z(G) £ 9(G), 
而 (N6) 的 (G) 为 G 的 三 极 大 子 群 且 交 换 , 故 Z(G)9(G) 为 G 的 二 极 大 子 群 且 
交换 , 从 而 G 不 满足 链条 件 . 群 (N14) 和 (N15) 都 有 25 阶 的 交换 子 群 (a2, b?2, 2), 
故 它们 也 不 满足 链条 件 . 从 而 G 不 是 (N) 型 群 . 

设 G 是 定理 9.4.11 中 的 (K) 型 群 . 则 |G/B(G)| = p?. 而 群 (K3), (K4) 和 (K5) 
中 的 Frattini 子 群 都 交换 , 故 它们 不 满足 链条 件 . 从 而 G 只 能 是 群 (K1) 或 (K2). 
由 定理 9.4.11 可 知 , G 为 阶 >p 的 通常 亚 循 环 p EE. 故 结论 对 t= 3 成 立 . 

假设 =t 一 1 时 结论 成 立 . FUE k= t> 4 时 结论 成 立 . 令 M 是 G 的 极 大 子 
RE, 则 M 是 满足 链条 件 的 Ani HE. 由 归纳 假设 G 为 亚 循环 或 内 亚 循环 群 . 由 于 
t 2 4, 所 以 |G| > p8. 由 内 亚 循环 p 群 的 分 类 (定理 8.1.1) 可 知 , 内 亚 循环 群 的 阶 都 
< p9. 于 是 G 亚 循环 . 再 由 [204] 中 的 定理 1 的 证 明 可 得 G 为 通常 亚 循环 p 群 . 口 
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